Zaklady fuzzy mnozin
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@ v slovencine nejasny, hmlisty, rozmazany, neostry
@ v anglictine fuzzy

e Lotfi A. Zadeh: Fuzzy sets. Information & Control 8 (1965)
338-353
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Od klasickych mnozin k fuzzy mnozinam

@ X zadkladna mnozina prvkov, zakladny priestor alebo
univerzum.

@ A je lubovolnd podmnozina univerza X.
@ klasicky pripad: o kazdom prvku univerza vieme jednoznacne
rozhodnit, ¢i do mnoziny A patri alebo nepatri.

e charakteristicka funkcia mnoziny alebo indikator mnoziny
]

1, akxe A

xa: X —{0,1}, xa(z) = {0 v A

o Hodnota charakteristickej funkcie x 4(z) je teda pravdivostna
hodnota vyroku “z € A,” t.j.,

xa(x) =t(x € A).



Nech A = {x € R;|x| < 2}. Nerovnost'|z| < 2, ktorou je mnoZina
A urcend, spliiajii redlne &isla, pre ktoré plati —2 < x < 2, teda
mnoZina A je interval A = [—2,2]. Charakteristicka funkcia
mnoziny A je

1, akze[-22]
0, z€]—o00,—2[ U ]2,00[.

xa: X = {0,1}, xa(z) = {




Priklad (Zuzkine “umelecké diela”)
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o fuzzy pripad

e A fuzzy podmnozina

o pa: X —[0,1] funkcia prislusnosti fuzzy podmnoziny

o a(x) stupen prislusnosti prvku z do fuzzy podmnoziny A
skiimanej vlastnosti



o fuzzy pripad

A fuzzy podmnozina

wa: X — [0,1] funkcia prislusnosti fuzzy podmnoziny
wa(x) stupen prislusnosti prvku = do fuzzy podmnoziny A
skiimanej vlastnosti

A={(z,pa(r));z € X}



o fuzzy pripad

A fuzzy podmnozina

wa: X — [0,1] funkcia prislusnosti fuzzy podmnoziny
wa(x) stupen prislusnosti prvku = do fuzzy podmnoziny A
skiimanej vlastnosti

A={(z,pa(r));z € X}

o F(X) systém vetkych fuzzy mnozin
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Nech A, B € F(X).
@ Nosi¢ fuzzy mnoziny A je (klasickd) mnoZina Supp(A),

Supp(A) = {z € X;pa(z) > 0}.

o Vyska fuzzy mnoziny A je &islo hgt(A), definované vztahom

hgt(A) = sup pa(z).
rxeX

e Jadro fuzzy mnoZiny A je (klasickd) mnozina Core(A),

Core(A) = {x € X;pa(x) =1}.
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Nech A, B € F(X).
@ Fuzzy mnoZina A je normalna, ak existuje x € X také, Ze
wa(z) = 1. (V opacnom pripade je subnormalna.)

e Fuzzy mnoZiny A, B sa rovnaju, ak pa(x) = pp(x) pre kazdé
x € X. Budeme pisat’' A = B.

@ Inkldzia fuzzy mnozin:

A C B,ak pa(z) < up(x) pre kazdé x € X.
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Budeme modelovat’ fuzzy podmnozinu A realnych Cisel:“asi sest”’
x —5, akx € |[5,6],
pa(x) =< 7—x, akz€l6,7],
0, inak,
ty
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pa(z) =
A)(

r—6)24+1




@—62+1

pa(z) =




Definicia (Standardné operacie)
Nech X je zakladny priestor, A, B € F(X).
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Definicia (Standardné operacie)
Nech X je zakladny priestor, A, B € F(X).

e Standardny prienik fuzzy mnozin A, B je fuzzy mnoZina
AN B € F(X) s funkciou prislusnosti

ans (@) = min(ua (), s ().
o Standardné zjednotenie fuzzy mnozin A, B je fuzzy mnoZina
AU B € F(X) s funkciou prislusnosti
paup(z) = max(pa(z), pB(x)).
o Standardnym doplnkom fuzzy mnoZiny A je fuzzy mnoZina
A € F(X) s funkciou prislusnosti

pg(z) =1 — pa(z).
S
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Zadanie fuzzy mnozin

o vertikalna reprezentacia fuzzy mnozin - pomocou funkcie
prislusnosti

@ horizontalna reprezentacia fuzzy mnozin - pomocou tzv.
Q—rezov



Nech A je fuzzy podmnoZina univerza X a nech « € [0, 1]. Potom
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Tvrdenie (Klir, Yuan)

Nech (A(O‘)) Jje systém a—rezov fuzzy mnozZiny A € F(X).
a€]0,1]

Potom pre kazdé x € X plati:

pra(z) = sup min(a, x 4@ (2))-
«€]0,1]

Da sa ukazat,, ze hodnotu () uréime ako supremum vsetkych
tych Cisel «, do ktorych a—rezov dané x patri, teda

pa(z) = sup a.
xeAl®)
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Modelovanie operacii na fuzzy mnozinach

reA <= —(reA
r€ANB < (zr€ ANz € B)
r€AUB < (zr€ AVzeB)
Ya(@) = t(x € A)
Ya(@) = t(~(z € A))
XAQB(x): t(x € ANz € B)
xAup(z) =t(zr € AV € B)



Fuzzy negacia

Unérny operator N : [0,1] — [0, 1] sa nazyva negator, ak pre
lubovolné a,b € [0, 1] plati
e (i)a<b= N(b) < N(a),

o (i) N(0) = 1, N(1) = 0.
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Fuzzy negacia

Unérny operator N : [0,1] — [0, 1] sa nazyva negator, ak pre
lubovolné a,b € [0, 1] plati
e (i)a<b= N(b) < N(a),

o (i) N(0) =1,N(1) = 0.

o Dualny negator N¢: [0,1] — [0, 1] k negatoru N, je dany
predpisom N%(z) =1 — N(1 — z).

@ Negator N sa nazyva striktny negator vtedy a len vtedy, ked'
zobrazenie IV je spojité a klesajdce.

e Negéator N sa nazyva involutivny negator ak plati (N') = N.
@ Striktny negator je silny prave vtedy, ked je involutivny.



@ Ny(a)=1—-a silny negator, Standardny
negator,

e N(a)=1-a? striktny, ale nie silny negator,

o N(a) =+V1—-a? silny negator,




@ Ny(a)=1—-a silny negator, Standardny
negator,

e N(a)=1-a? striktny, ale nie silny negator,

o N(a) =+V1—-a? silny negator,

@ Ni, (1) =0,Ng,(a) =1 aka <1  nespojity negator,
najvacsi negator, dualny Gédelov negator,

@ Ng,(0) =1,Ng,(a) =0 aka >0  nespojity negator,
najmensi negator, Gédelov negator,




Neklesajiice zobrazenie C : [0,1]> — [0, 1] sa nazyva konjunktor,
ak pre lubovolné a,b € [0, 1] plati

e C(a,b)=0 ak a=0, alebo b=0,

o C(1,1)=1.




Modelovanie konjunkcie-triangularne normy

Triangularna norma (t-norma) je bindrna operacia na jednotkovom
intervale [0, 1], t.j. funkcia T : [0,1]> — [0, 1] takd, Ze pre kaZdé
x,y,z € [0,1] s splnené nasledujiice axiomy:

o (T1) T(x,y) =T(y,x) Komutativnost

o (T2)T(x,T(y,2)) =T(T(z,y),z) Asociativnost’

@ (T3)ak y<z, tak T(x,y) <T(x,z) Monotdnnost

e (T4)T(x,1) ==x. Okrajovd podmienka




o Funkcia I : [0,1]%> — [0, 1] dand predpisom
Fl (.Z', y) =,

splia (T2), (T3) a (T4), ale nesplria (T1).
o Funkcia Fy : [0,1]2 — [0, 1] dana predpisom

Fy(z,y) = z.y. max(z,y),

splfia (T1), (T3) a (T4), ale nespiria (T2).




o Funkcia Fy : [0,1]> — [0, 1] dand predpisom

0.5, ak (x,y) €]0,1]?,

min(z,y), inak,

Fg(-f,:l/) = {

splfia (T1), (T2) a (T4), ale nespiria (T3).
o Funkcia Fy : [0,1]2 — [0, 1] dan4 predpisom

1
F4(l',y) = 57

splfia (T1), (T2) a (T3), ale nespiria (T4).




Zakladné styri t-normy su:

@ Minimova t-norma Ty : [0,1]% — [0, 1]
Tr(z,y) = min(z,y).
@ St&inova t-norma Tp : [0,1]? — [0, 1]
Tp(z,y) = z.y.
e tukasiewiczova t-norma 77, : [0,1]% — [0, 1]
Tr(z,y) = max(z +y — 1,0).
e Drasticky sicin Tp : [0,1]2 — [0, 1]

min(x,y), ak max(z,y) =1,

Tp(x,y) =
p(@:y) {0, inak.

e ——————r









o Ak pre t-normy Ty a Ty je pre kaZdy bod (z,y) € [0, 1]
spinena nerovnost' Ty (x,y) < Ts(x,y), hovorime, Ze T} je
slabsia ako Ts, alebo T5 je silnejsia ako 11 a piseme T < T5.




o Ak pre t-normy Ty a Ty je pre kaZdy bod (z,y) € [0, 1]
spinena nerovnost' Ty (x,y) < Ts(x,y), hovorime, Ze T} je
slabsia ako Ts, alebo T5 je silnejsia ako 11 a piseme T < T5.

@ Ak pre t-normy Ty a Ty plati, ze Ty < T a Ty # Ty, t.j. ak
T, < Ty, ale T\ (zo,y0) < T2(x0,y0) pre nejaky bod
(w0, 0) € [0,1]2, tak Ty < Ts.




Hovorime, Ze t-norma T je spojita, ak funkcia T : [0,1]?> — [0,1] je
spojitd v kazdom bode (x,y) € [0,1]%.




Hovorime, Ze t-norma T je spojita, ak funkcia T : [0,1]> — [0,1] je
spojitd v kazdom bode (x,y) € [0,1]%.

Tvrdenie (Klement, Mesiar, Pap)

Trianguldrna norma je spojita prave vtedy, ked' je spojita v prvej
sdradnici, t.j. pre kaZzdé y € [0, 1] je funkcia jednej premennej

T(.,y) :[0,1)> = [0,1]

spojita.




Hovorime, Ze t-norma T' je spojita zl'ava (resp. sprava), ak pre
kazdé y € [0, 1] a pre lubovolni neklesajiicu (resp. nerasticu)
postupnost’ (zy,)nen plati

g T 9) = T n0)-




Hovorime, Ze t-norma T' je spojita zl'ava (resp. sprava), ak pre
kazdé y € [0, 1] a pre lubovolni neklesajiicu (resp. nerasticu)
postupnost’ (zy,)nen plati

g T 9) = T n0)-

Tvrdenie (Klement, Mesiar, Pap)

Triangularna norma je spojita zl'ava (resp. sprava) prave vtedy, ked’
Jje spojita zlava ( resp. sprava) v prvej sdradnici, t.j. ak pre kazdé
y € [0,1] a pre kaZdii postupnost’ (z,)nen € [0,1]V plati

sup T (xn,y) = T(sup zp,y),

resp.

(inf T'(zp,y) = T(inf z,, y)) .




Algebraické vlastnosti t-noriem

Ak T je t-norma, x € [0,1] an € N, tak

kn=1
x&?):{x’ ak n )

T(x,nghl)), akn > 1.




Hovorime, Ze t-norma T je archimedovska, ak pre vsetky body
(z,y) €]0,1[? existuje n € N také, Ze




Hovorime, Ze t-norma T je archimedovska, ak pre vsetky body
(z,y) €]0,1[? existuje n € N také, Ze

mg?)<y.

Tvrdenie (Klement, Mesiar, Pap)
Triangularna norma T je archimedovska prave vtedy, ked' pre kazdé

x €]0,1] je
lim xg?) =0.
n—oo




Tvrdenie (Klement, Mesiar, Pap)

@ Ak t-norma T je archimedovska, tak pre kazdé x € |0, 1] plati
T(zx,z) < x.

@ Ak je t-norma T spojita sprava, potom je archimedovska
prave vtedy, ked' pre kazdé x €10,1[ plati T(z,x) < x.




@ Hovorime, Ze t-norma T" je striktne monoténna, ak je rastiica
na ]0,1]2 ako funkcia T : [0,1]2 — [0, 1] alebo ekvivaletne,

ak ©€]0,1] a y<z, tak T(x,y)<T(z,z).

@ Hovorime, Ze t-norma T’ je zdruzene striktne monoténna, ak
plati:

ak z<a2 a y<y, tak T(x,y) < T(xlayl)~

@ Hovorime, Ze t-norma T’ je striktna, ak je spojita a striktne
monoténna.




Prvok x €]0, 1] nazveme delitel' nuly danej t-normy T', ak existuje
y €0, 1[ také, ze T(x,y) = 0.
Hovorime, Ze x €]0, 1] je nilpotentny prvok danej t-normy T, ak

existuje n € N také, Ze :1:&11) = 0.




Prvok x €]0, 1] nazveme delitel' nuly danej t-normy T', ak existuje
y €0, 1[ také, ze T(x,y) = 0.

Hovorime, Ze x €]0, 1] je nilpotentny prvok danej t-normy T, ak
existuje n € N také, Ze :1:511) = 0.

Hovorime, Ze t-norma T je nilpotentna, ak je spojita a kazdé
x €]0, 1] je jej nilpotentnym prvkom.




Tvrdenie (Klement, Mesiar, Pap)

Nech T je spojita archimedovska t-norma. Potom nasledujice
tvrdenia st ekvivalentné :

e T je nilpotentna.

o Existuje aspori jeden nilpotentny prvok danej t-normy T.
o T nie je striktna.
o

T ma delitela nuly.




Konstrukcie triangularnych noriem

e Ordindlne sicty:
Nech (T4)aca je trieda t-noriem a nech (Jaqa, €af)aca je trieda
po dvojiciach disjunktnych otvorenych podintervalov intervalu
[0,1]. Potom funkcia T : [0,1]?> — [0, 1] dan4 predpisom

Ao+ (ea — aa) To (2 2=2),  ak (z,y) €laq, eal?

min(z,y), inak,

T(l‘,y) - {

je t-normou, ktord nazyvame ordindlnym sictom sCitancov
(aasea,Ta), a € A.



e Aditivne a multiplikativne generovanie:
o Nech funkcia f : [0,1] — [0, 00] je spojitd a klesajica, pricom
f(1) =0, potom predpisom

Teps(@,y) = f~ (min(f(z) + f(y), £(0))

je dana t-norma a funkcia f sa nazyva aditivny generator
t-normy T'c s-..



e Aditivne a multiplikativne generovanie:
o Nech funkcia f : [0,1] — [0, 00] je spojitd a klesajica, pricom
f(1) =0, potom predpisom
Teys(z,y) = f~H (min(f(z) + f(y). £(0)))

je dana t-norma a funkcia f sa nazyva aditivny generator
t-normy T'c s-..

o Nech funkcia g : [0,1] — [0, 1] je spojitd a rastiica, pri¢om
g(1) =1, potom predpisom
T<97(z,y) = g~ (max(g(z).9(y), 9(0)))

je dana t-norma a funkcia g sa nazyva multiplikativny
generator t-normy T<9~,



@ p—transformacie: Ak ¢ je rastlica bijekcia uzavretého
jednotkového intervalu, potom predpisom

Ty(x,y) = ¢ (T (p(x),0(y)))pre (x,y) € [0,1]

je dand t-norma, ktor( nazyvame p—transformdaciou t-normy
T.



Konstrukcie spojitych archimedovskych triangularnych

noriem

Dané si funkcie f : [0,1] — [0,4+o0] a g : [0,1] — [0, 1]

fz)=—Inz a g(x)=u=z.
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Konstrukcie spojitych archimedovskych triangularnych

noriem

Dané si funkcie f : [0,1] — [0,4+o0] a g : [0,1] — [0, 1]

fz)=—Inz a g(x)=u=z.

Pops(z,y) = F1(f(@) + fy)),
P97 (z,y) = g (9(x).9(y))-

Peps (@) = e"C1nzmn) = sty = haw = gy = Tp(z, ),

P<9>(z,y) = g (z.y) = z.y = Tp(z,y).



Dané sd funkcie f : [0,1] — [0,1] a g : [0,1] — [0, 1]

f@=1-z a g(@)=e0
a ich inverzné funkcie

flliey=1—-z a glz)=1+nz.
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a ich inverzné funkcie
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Dané sd funkcie f : [0,1] — [0,1] a g : [0,1] — [0, 1]

f@=1-z a g(@)=e0
a ich inverzné funkcie

flliey=1—-z a glz)=1+nz.

Legs(z,y) = f~ (min(f(z) + f(y), £(0))),
L=97 (z,y) = g~ ' (max(g(x).9(y), 9(0)))-

L<f>(.’E,y) = TL(xay)a
LS9 (z,y) = Ti(x,y).

v



Tvrdenie (Ling)

Funkcia T : [0,1]*> — [0, 1] je spojitd archimedovska t-norma préve
vtedy, ked' existuje spojita, klesajiica funkcia f : [0,1] — [0, oo,
taka, ze f(1) = 0 a pre kazdé x,y € [0, 1] je

T(z,y) = £~ (min(f(z) + f(y), £(0))).

Funkcia f sa nazyva aditivny generator t-normy 1" a je
jednoznacne urcena az na kladni nasobnt konstantu.




Tvrdenie (Klement, Mesiar, Pap)

Funkcia T : [0,1]*> — [0, 1] je spojitd archimedovska t-norma préve
vtedy, ked' existuje spojita, rastica funkcia g : [0,1] — [0, 1], takd,
ze g(1) =1 a pre kazdé x,y € [0,1] je

T(x,y) = g~ " (max(g(z).g(y),g(0))).

Funkcia g sa nazyva multiplikativny generator t-normy 71" a je
jednoznacne urcena az na kladni mocninu.




Konstrukcie t-noriem pomocou pseudoinverznych funkcii

Ling: funkcia t : [0,1] — [1, 2],

Hz) = {2—3:, ak x € [0,1],

0, ak x =1,

je aditivnym generatorom drastického sicinu.
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Nech f : [a,b] — [c,d] je neklesajica funkcia, potom pre kazdé
y € [c, d] je predpisom

V() = sup( € [a,b]; f(z) < y)

definovand pseudoinverzna funkcia f(~1) k danej funkcii f.

Nech f : [a,b] — [c,d] je nerastica (nekonstantna) funkcia, potom
pre kazdé y € [c,d] je predpisom

FEV(y) = sup( € [a,b]; f(z) > )

definovand pseudoinverzna funkcia =V k danej funkcii f.




Aditivny generator t-normy T je klesajiica funkcia
f:]0,1] — [0, o], ktord je sprava-spojitd v bode 0, f(1) =0 a pre
vietky (z,y) € [0,1]? je splnené

f(@) + f(y) € H(f) U[f(0),00],

pricom t-norma I’ je dana predpisom:

T(z,y) = fV(f(2) + f()).




Multiplikativny generator t-normy I' je rastiica funkcia
[:1]0,1] — [0, 1], ktord je sprava-spojitd v bode 0,1(1) =1 a pre
véetky (z,y) € [0,1]? je splnené

I(z).l(y) € H(I) U[0,1(0)],

pricom t-norma I’ je dana predpisom:

T(z,y) = 1TV (I(2).1(y))-




Fuzzy disjunkcia

Neklesajiice zobrazenie D : [0,1]?> — [0,1] sa nazyva disjunktor, ak
pre lubovolné a,b € [0, 1] plati

@ D(a,b)=1 ak a=1, alebo b=1,

e D(0,0) =0.




Disjunktory-triangularne konormy

Ak T je t-norma, tak jej dudlna t-konorma S : [0,1]2 — [0, 1] je
dana predpisom

S(z,y) =1-T(1 —z,1—y).




Disjunktory-triangularne konormy

Ak T je t-norma, tak jej dudlna t-konorma S : [0,1]2 — [0, 1] je
dana predpisom

S(z,y) =1-T(1 —z,1—y).

Triangularna konorma (t-konorma) je bindrna operacia na intervale
[0,1], t.j. funkcia S : [0,1]* — [0, 1] takd, Ze pre kaZdé

x,y, z € [0,1] su splnené nasledujice axiémy:

(51) S(z,y) = S(y,x) Komutativnost’

(52) S(z,S(y,2)) = S(S(z,y), z) Asociativnost

(S3) ak y <z, tak S(z,y) <S(z,z) Monoténnost

(54) S(z,0) = z. Okrajova podmienka



Zakladné Styri t-konormy su:

e Maximové konorma Sy : [0,1]2 — [0,1]
Sy (x,y) = max(x,y).
e Pravdepodobnostny sii¢et Sp : [0,1]? — [0, 1]
Sp(z,y) =z+y—z.y.
o tukasiewiczova konorma Sy, : [0,1]2 — [0, 1]
Sp(x,y) = min(z +y, 1).
e Drasticky stucet Sp : [0,1]? — [0, 1]

max(z,y), ak min(x,y) =0,

Sp(z,y) =
p(z,y) {1, inak.









Uninormy

Uninorma je bindrna operacia na intervale [0, 1], t.j. funkcia

U :[0,1]2 — [0,1] takd, Ze pre kazdé x,y,z € [0,1] st splnené
nasledujice axiomy:

(51) U(x,y) = U(y, ) Komutativnost

(52) U(z,U(y,2)) =U(U(x,y),z) Asociativnost’

(53) ak y <z, tak U(x,y) < U(x,z) Monoténnost

(54) Je € [0,1]: U(x, e) = z. Existencia neutralneho prvku




Kopuly

Kopula je funkcia C : [0,1]?> — [0, 1], ktora spiria nasledujtice
podmienky:

e C(x,0) =C(0,z) =0,
o C(x,1)=C(,z) ==,

o C(x1,y1) — C(z2,y1) — C(21,y2) + C(z2,y2) > 0,
r1 < 22,1 < Yo

Ak C' je kopula, potom plati

0 < C(x2,y2) — C(z1,y1) < 2 — 1 + Y2 — V1,

pre 1 < T2,y1 < Yo.



Triangularna norma T je kopulou prave vtedy, ked splria
Lipschitzovski podmienku:

T($27?/) - T(:’Ulvy) S o — X1,

pre z1 < To.

.

Dualna kopula ku kopule C' je dana vztahom




