OPERACIE

1. Na mnozine A = {a,b, c} definujte (tabulkou) operéciu, ktora je

(a) komutativna a asociativna,

(b) komutativna, ale nie je asociativna,

(c) asociativna, ale nie je komutativna,

(d) nie je ani komutativna, ani asociativna.

Vysledky: Napr.:

x |a b ¢ * | a b c x |a b ¢ * | a b c
a c c c a a b c a a b c a a c c
) b c c c b) b b a a ©) b a b c d) b b a c
c c c c c c a a c a b c c c b c
2. Na mnozine Z si definované operacie
(a) aob=a+b+1,
(b) axb=2a+0b,
(c) aAb=a®+ b3
(d) axb=a+b—a-b.
Urcte ich vlastnosti.
Vysledky: a)o je komutativna, asociativna, m4 neutrdlny prvok e = —1, ku kazdému prvku z Z existuje inverzny prvok —2 — a, b) *

nie je komutativna, nie je asociativna, nemd neutralny prvok, teda ani inverzné prvky, ¢c) A je komutativna, nie je asociativna, nemd

neutrdlny prvok, teda ani inverzné prvky, d) * je komutativna, asociativna, ma neutrdlny prvok e = 0, inverzny prvok existuje len
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3. N4jdite asociativne operécie na mnozine redlnych éisel x1,x9, x3 (rozne!), tak, aby platilo:

ax1b+axyb

*3 b=
a *3 5

Vysledky: napr.: a x1 b =6,a x2b =4 = ax3b=>5.
4. Na mnozine A = {a, b, c¢,d} definujte operaciu * tak, aby grupoid (A, ) mal

(a) prave jeden podgrupoid,
(b) prave dva podgrupoidy,
(c) prave tri podgrupoidy,
(d) préave pat podgrupoidov.

Vysledky: napr.:

* | a b c d * a b c d
a b c c d a a c c d
a) b b c c d b) b d a c d
c c b d d c a b b d
d d d d a d a b c c
* | a b c d * a b c d
a a c c d a a c c b
c) b b b d b d) b b b d a
c c a b b c d d c a
d d b b c d d a b d

a) Podgrupoid je len (A, %), b) podgrupoidy su (A, x), ({a},*), c) podgrupoidy su (A, x), ({a}, ), ({b}, *x), d) podgrupoidy su

(A, %), ({a}, %), ({6}, %), ({e}, %), ({d}, %)-



5. Na mnozine A = {a, b, c,d} definujte operdciu x tak, aby (A, x)

(a) bol grupoid, ale nie asociativny grupoid,

(b) bol asociativny grupoid bez neutralneho prvku,
(¢) bol asociativny grupoid s neutralnym prvkom,
(d) bola grupa.

Vysledky: napr.
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6. Na mnozine M = {a,b,c,d} je dand operacia o nasledovne:
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(a) Je (M, o) pologrupa?
(b) Vypiste vsetky dvojprvkové podgrupoidy (M, o).
Vysledky: a) Nejednd sa o pologrupu, je porusSend asociativita, napr. ¢ o (cod) # (coc) o d. Dvojprvkové podgrupoidy su:

({b, ¢}, 0), ({b, d}, 0).

7. Na mnozine Z su definované operacie

(a) aob=a+b—1,
(b) axb=a-b,
(c) aAb=a-b—1.
Zistite, v ktorych pripadoch sa jednd o grupu.
Vysledky: a) je grupa, b) nie je grupa, napr. 2 nema inverzny prvok, c) nie je grupa, je porusend asociativita.
8. Nech A = {a,b,c,d, e, f}. Najdite operaciu o tak, aby (A, o) bol neasociativny grupoid s
neutrdlnym prvkom a kazdy jeho prvok mal prave jeden inverzny prvok.
Vysledky: Inspirdciu hladajte v uéebnom texte algebra.pdf.
9. Na mnozine A = {a,b,c,d} najdite nekomutativnu grupu, ak sa to da. Svoju odpoved
zdovodnite.
Vysledky: Také grupa neexistuje. Dokaz skiiste urobit sporom.

10. Na mnozine A = {a, b, ¢, d, e, f} nijdite nekomutativnu grupu, ak sa to dd. Svoju odpoved

zdovodnite.

Vysledky: Taka grupa existuje, je izomorfnd s grupou z prikladu ?7.
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Na mnozine M = {0, a,b,c,d, 1} je dand operdcia o nasledovne:

o|0 a b ¢ d 1
0|0 0O 0 0 d 1
al0 0 0 a d 1
b0 0 0 b d 1
c|0 a b ¢ d 1
dld d d d 1 1
11 1 1 1 1 1

Je (M, o) pologrupa? Svoju odpoved zdévodnite.

Vysledky: Operdcia je na M uzavretd, aj asociativna, teda (M, o) je pologrupa. Nezabudnite na zdévodnenie asociativity.

Na mnozine A = {a,b,c,d} je tabulkou dand operdcia o a na mnozine B = {1,2,3,4}
operacia *. Zistite, ¢i existuje izomorfizmus medzi grupoidmi (A,o) a (B,*). V pripadé
kladnej odpovede izomorfizmus najdite, v opaénom pripade zdévodnite jeho neexistenciu.

ola b ¢ d 1 2 3 4
ala b a ¢ 113 1 4 1
blb d b c 211 2 4 2
cla b ¢ d 314 4 2 3
dlc ¢ d a 411 2 3 4
Vysledky: Izomorfizmus existuje: f(a) = 2, £(b) = 1, f(c) = 4, f(d) = 3.

Na mnozine A = {a,b,c,d} je tabulkou danéd operdcia o a na mnozine B = {1,2,3,4}
operécia . Zistite, ¢i existuje izomorfizmus medzi grupoidmi (A,o) a (B,x). V pripadé
kladnej odpovede izomorfizmus najdite, v opacnom pripade zdovodnite jeho neexistenciu.

ola b ¢ d |1 2 3 4
ala b ¢ d 113 1 4 1
blb d b c 211 2 4 3
clec b ¢ d 314 4 2 3
d|ld ¢ d a 411 3 3 4

Vysledky: Izomorfizmus neexistuje, napr. grupoid (A, o) mé neutrdlny prvok, ale grupoid (B, x) nemd neutrdlny prvok.

N4jdite epimorfizmus algebier (Zg, Bg) na (Ze,®2), (Zg, Bs) na (Zs,Ps), (Zg,Hg) na
(Zs, ®s).

Vysledky: Epimorfizmus (Zg, ®6) na (Z2, ®2) je f(0) = £(2) = f(4) =0, f(1) = f(3) = f(5) = 1, epimorfizmus (Zs, D¢) na (Z3, H3)
je £(0) = £(3) = 0, f(1) = f(4) = 1,f(2) = $(4) = 2, epimorfizmus (Zg, B¢) na (Zs, Bs) neexistuje. Pozor, nestaci epimorfizmy

najst, treba ukazat, ze to epimorfizmy su.
Na mnozine A = {a,b, c,d} je dand relacia R takto
R = {[a,al,a,b], [b,al, [b,0], ¢, ¢}, [¢,d], [d, ], [d, d]}.

Dalej je na mnozine A tabulkou dand operdcia o takto

o‘ab c d
ala b ¢ d
bl|b a d c
cle d a b
dld ¢ b a

Dokazte, Ze reldcia R je kongruencia na mnozine A vzhladom na operéciu o.



16. Na mnozine A = {a,b,c,d, e, f} je dany rozklad S nasledovne:

S = {{a’ 6}7 {b7 d}7 {6}7 {f}}

e Urcte relaciu ekvivalencie R, ktora je dand rozkladom S.

e Na mnozZine A urcte operéciu o tak, aby R bola reldciou kongruencie na A vzhladom
k operécii o.

Vysledky: R = {[a, a], [b, ], [c, c], [d, d], [e, €], [, f], [a, €], [e, a], [b, d], [d, b]}, operdcia mdze byt napr. Va,b € A;aob = a.



