Zakladni pojmy
Autorkou nasledujiciho textu je RNDr. Vlasta Krupkova, CSc. (UMAT FEKT VUT v Brné), které patfi velky dik.
Upravy algebraickych vyrazii

Mocniny a odmocniny

Pro kazdé realné r, s akazdé a > 0,b >0 (resp. pro kazdé celé r, s a kazdé a # 0, b # 0) plati:

a’=— ab)r:a’ b
a
e (aj a’
a-a’ =a —| =
b b
S r—s (aj_] b
a :a’=a - ==
b a

Dale plati
ln — 1’ (_1)2n — 1’ (_1)2n+] — _1

Je-li ne N, a >0, existuje pravé jedno ¢islo x > 0 tak, Zze x" = a . Toto ¢islo se nazyva n-td odmocnina z ¢isla a a
znaci se v/ a .
Je-li ¢islo a < 0, n> 0liché, ma rovnice x" =a praveé jedno realné feSeni, totiz ¢islo —\/—a < 0. Misto —/—a

piSeme % . Neni-li z liché, symbol % pro a < 0 nedefinujeme.

POZOR: sudé odmocniny jsou definovdany pouze pro nezdpornd Cisla, liché odmocniny jsou definovdany pro
v§echna redlnd Cisla (tedy i pro zdaporna)!

Plati

2o =0,41=1, 2] =1,
Ya  a

n _nb:n 'b, :n—’

Ya -4b=4a 7\

Va" :(%)m’ WZ’WV am'p’

Wa =ma, alb =Xa"-b.

Pro a>0,neN, reZ definujeme a” =4/a’” . Potom plati:

Pro v8echna a >0, b > 0a pro vSechna r € Q, s € Q plati:
a -a’ :ar+s, (ar)s :arny’ (a-b)r :ar.br’ (_j — R =a

POZOR!

(\/2)2 =aq, ale \/a_2:|a|!



Umociiovani a rozklad dvojéleni

(aib)2 =a’+2ab+b*,

(a ib)3 =a’ +3a’b+3ab’ +b°,

(a ib)4 =a* +4a’b+6a’b* +4ab’ +b*,
obecné (Newtonova binomickd véta):

(atb) = ;(il)k (Z)a"_kbk;

Cisla ( Z) jsou tzv. binomické koeficienty (kombinacni Cisla),

(Z):m_"—ém

Jejich hodnoty Ize snadno najit pomoci Pascalova trojihelniku:

n — mocnitel dvojclenu  binomické koeficienty
n=0 1

3 31
1 4 6 41
1 510 10 5 1

n=6 1 6 15 20 15 6 1
(na zac¢atku a konci kazdého fadku je jednicka, dalsi Cisla jsou vzdy souctem nejbliz§ich dvou ¢isel o fadek vys).

S S I S 3
I

n AW N =
—_

Pro rozklad dvojé¢lend plati:
a’*—b*> =(a+b)a-b)
a’ +b’ =(axb)(a’Fab+b*)
a*—b* =(a+b)a-b)a*+b*)
a’ +b*"  nelze rozlozit
aZn _b2n — (a +b)(a2n—1 _a2n—2b + a2n—3b2 et (_l)k—] aZn—kbk—] 4ot abZn—Z _bZn—])

a2n+1 _b2n+1 — (a +b)(a2n _a2n—1b + a2n—2b2 ———et (_l)k aZn—kbk 4t abanl _b2n)

Rozklad polynomu P (x)=ax"+a, x""'+---+ax+a, nakofenové initele:

Plati-li P, (x,)=0,nazyva se ¢islo x,kofen polynomu P, (x), vyraz x —x, kofenovy Cinitel a plati

P (x)=(x-x,)0,,(x).

Polynom n-tého stupné ma (v oboru komplexnich ¢isel) pravé n kofeni. Jsou-li x,,x,,...,x, (ne nutné rizné)
kofeny (realné nebo komplexni) polynomu P (x), plati

P(x)=a,(x-x)(x—-x,)---(x—x,) - rozklad na kofenové Cinitele

adale a, =(-1)"a, xx, - x

no*

—b+b* —4ac .

Pro koteny polynomu druhého stupné P,(x) = ax’ + bx + ¢ plati zndmy vzorec X, =

2a
—k+Nk* —ac

je-li koeficient b sudy, b =2k, mizeme pouzit vzorec x, , =
’ a

Ziejmé plati P,(x)=ax’ +bx+c=a(x—x,)(x—x,), tedy pro a=1je
2 1 2

(x—x)(x—x,) =x’ —(x +x,)x+xx, =>b=—(x,+x,),c=xX, ;

jinak plati a(x—x)(x—x,)=ax’ —a(x, + x,)x+axx, >b=—a-(x, +x,),c=a-x.x
J 1 2 1 2 1%2 1 2 142

a obecné pro polynom P, (x)=a,x" +a, x" ' +--+ax+a, plati a, =(-1)"-a,-xx,-x, .

n




Funkce

Funkce je predpis f, ktery pfifazuje kazdému prvku n€jaké mnoZiny (defini¢niho oboru @, ) prvek jine
mnoziny (oboru hodnot %, ).
Funkci (jedné proménné€) obvykle rozumime takové zobrazeni, kdy defini¢ni obor 1 obor hodnot jsou Ciselné

mnoziny. Budeme se vénovat pievdzné redlnym funkcim jedné redlné proménné, tedy zobrazenim
f:(Df —>7{/., (D/, gR,?—[/ cR.

Je-li funkce f zadané n¢jakym predpisem, priCemz neni explicitné zadan jeji definicni obor, rozumime jim
mnozinu v§ech x € R, pro kterd ma ptislusny predpis smysl. Tuto mnoZinu nazyvame prirozenym
defini¢nim oborem funkce f.

Graf funkce jedné proménné je mnozina bodi v rovin€ dand vztahem
F={(x,y)|xeD, ny=f(x)}

Rovnost funkci:
Piimo z definice pojmu funkce plyne, Ze plati /' =g, jestlize ©, =D, a Vx: f(x) = g(x).

ZuZeni funkce:
Z0zeni funkce f na mnozinu M (nebo téz parcidlni funkce) je funkce f v S defini¢nim oborem ©, "M
dané pfedpisem

f‘M : f‘M ()= f(x) VxeD, AM.

Nékteré typy funkci:
Funkce f je rostouci resp. klesajici na mnozin€ M, plati-i Vx,,x, e M

6 <X = f0) <) resp. X <x, = f(x)> f(x,)
a neklesajici resp. nerostouci na mnoziné M, plati-li Vx,x, e M

0 <x, = f)Sf() resp. x<x = ()2 f(x).

Funkce f je prostd, plati-li Vx,,x, e D, :x, #x, = f(x)# f(x,)

Funkce f je suda resp. licha, plati-li
S(=x) = f(x) resp. f(-x) =—f(x) VxeD,
a periodicka, jestlize Jp # 0tak, Ze plati

f(x+p)=f(x) Vxeo,.

Funkce f'je ohranicena (shora resp. zdola), je-li jeji obor hodnot ohrani¢eny (shora resp. zdola), tedy plati-li
dkeRVyed, :(ySk resp. kSy).



Vytvaieni novych funkci
z danych funkci f, g, @ (vztahy plati pro vS§echna x z defini¢nich oborti vzniklych funkci)

sloZend funkce f 0@ (Ctifpo ¢ ) je dana vztahem
(fop)(x) = f(p(),

inverzni funkce /' je funkce s definiénim oborem rovnym oboru hodnot funkce f a s vlastnosti

ff=ye f(y)=x

f md inverzni funkci f* < f je prostd
Grafy funkci f a /' jsou navzijem soumérné podle piimky y = x (osy 1. a 3. kvadrantu)

soucet, rozdil, soucin a podil funkci — funkce ft g, f - g, A s vlastnostmi
g

(f+g)x) =f(x)+gx),
(f-g)x) =/1(x)-gx),

S X) = ACIN
g g(x)
Elementdrni funkce

Polynomy
jsou funkce zadané pomoci piedpisu tvaru
P(x)=ax"+a, x"" +-+ax+a,
pficemz
n je stuperi polynomu
a,,i=0...n je koeficient u i-t¢ mocniny
a, je absolutni ¢len.
Cislo x,, pro které plati P,(x,) =0, je koi‘en polynomu. Je-li x,kofen polynomu P, (x,), nazyva se vyraz

x —x, kofenovy Cinitel, pticemz plati P, (x) = (x—x,)-0, ,(x).

Vlastnosti polynomii

- polynom n-tého stupné ma v oboru komplexnich ¢isel prave n kotenti

1

- jsou-li x;,x,,...,x, (ne nutn€ rizné) kofeny polynomu P, (x) =a, x" +a, x"~ +---+ax+a, (realné

nebo komplexni), plati P (x) =a,(x—x,)(x—x,) ---(x—x,) - rozklad na korenové Cinitele a dale

- ay=(-D"a,xx, - x,.

n

Funk¢ni hodnoty polynomu uréujeme pomoci Hornerova schématu.

n—1

Uréeni P (a) pro P, (x)=a,x" +a, x"" +-+ax +--+ax+a,:

o | a4 | 4

n—1 ‘

| 4 |

1

| by=ab+a, | Pla)=a-b, +a,

b—2:a.bn—]+an—]‘ ‘b'—lza'bi"'ai

Pfitom plati P, (x) = (x—a)(bn_lx"_l +b X"+t by +---+b1x+b0)+P(a).

Je-li a koten polynomu P, tedy plati P () =0, dostavame v dolnim fadku tabulky koeficienty polynomu,
ktery vznikne po vytknuti kofenového Cinitele x —c .



Specialni pripady:

Linedrni funkce je funkce tvaru f(x)=hkx+q, D, =R, 9, =R (pro k # 0. Grafem je piimka:

6

f(0)=k-0+g=gq -Useknaose y

k .
k= T tg ¢ - smérnice .

O=k-x+q = x:—% priise¢ik

S OSOu x /

Kvadratickd funkce je funkce tvaru f(x)=ax’ +bx+c, ®, =R, grafem je parabola:

—ax’ +bx+c < —-c=a xz—éx =a x—iz—b2 = —lc— b’ =a x—iz
Y Y a 2a 4a® Y 4a® 2a

- rovnice tvaru y—b =k (x— a)2 ; V =[a,b] je vrchol paraboly.

Je-li k>0, je parabola ,,oteviena nahoru®, v intervalu (—oo,a) funkce klesa, v intervalu (a,oo)roste;

je-li k <0, je parabola ,,oteviend doli®, v intervalu (—oo,a) funkce roste, v intervalu (a,oo) klesa.

6_

y=x><y-0=1-(x—0)*> vrchol V =[0,0],
k =1> 0. oteviena nahoru

y=x"—4x+4y-0=1-(x-2)°,
vrchol V' =[2,0],k =1> 0, oteviena nahoru

y=x"+2x < y+1=1-(x+1),
vrchol V' =[-1,-1],k =1> 0, oteviena nahoru

| ] y=2-x"<y-2=-1-(x-0),
vrchol V' =[0,2],k = —1 < 0, oteviena doli.

|
(]
Il

Racionalni lomené funkce

£()

jsou funkce tvaru R(x) = ,kde P (x) resp. O, (x) jsou polynomy stupné n resp. m.

m

Raciondlni funkce je ryze lomend pro n < m
neryze lomend pro n>m.
Specialni pripad:



Linedrni lomend funkce je funkce tvaru f(x) = ax+b ,

cx +

e ax+b
pricemz y =

a C

cx+d c cx+4
grafem je hyperbola s vrcholem ¥ =[a,b]a asymptotami

x=a,y=>b.

2x+3 _ 2(x-1)+5 _ s L
~(x-1)

x—1
; 1
je grafem hyperbola y+2 = _5._1'
x_

ktera ma vrchol V' =[1,-2], asymptoty x=1,y =-2,

Naptiklad pro y =
I-x

je rostouci na intervalech (—oo,1) a (1,00)
a prosta na celém defini¢nim oboru.

Mocninné funkce
jsou funkce tvaru f(x) =x“, kde a € R. Pfitom mohou nastat
tyto moznosti:

a) a=0 -jedna se o konstantu

o . a al-< (b
muzeme upravitnatvar y——=———=| ——

a,b,c,d eR, x # —i,c 0

c

104

d 1 .
a2 ]m neboli y—b:k'

b

-104

b) a je ptirozené Cislo, a € N. Potom se jedna o specialni ptipad polynomu.

. L L xr 1
c) aje celé zaporné Cislo, a = —r,r e N. Potom f(x)=x"=—,

”

D, =R-{0}.

o " e 1 "
d) a je prevracena hodnota piirozeného ¢isla, a =—. Potom f(x)=x" = Yx,
n

@, =(0,00)pro nsudé, ®, =R pro n liché.

P

P

e) a je racionalni ¢islo, a = £ Potom je x? slozena funkce, f(x)=x? =/x" .

q

f) a je iracionalni ¢islo. Potom @, =(0,%0) pro a >0 a @, =(0,%) pro a <0.

Grafy mocninnych funkci f(x)=x": \




Exponencialni funkce

jsou funkce tvaru f(x)=a", kde a>0; @, =R, #, =(0,).

Funkce je rostouci pro a > 1, klesajici pro 0 <a <1; pro a=1 se jedné o konstantu f(x)=1.
Grafy vSech exponencidlnich funkci prochéazeji bodem [0,1].

Logaritmické funkce
pfi zakladu a, kde 0 <a <1 nebo a >1, jsou funkce tvaru f(x)=log, x; D, = (o,oo). Jsou inverzni

k funkeim f(x)=a", tedy plati x=a"*" a #, =R.

jinak feceno log,x je ¢islo, na néz je tieba zaklad a umocnit, abychom dostali ¢islo x.

Logaritmicka funkce pti zakladu e = 2,718281828... se struéné nazyva logaritmicka funkce (pfirozeny
logaritmus) a znac¢i se Inx :=log,x.

Logaritmickou funkci pfi zékladu 10 (dekadicky logaritmus) zna¢ime logx :=log,,x .

1
Je-li a>0,b>0, pticemz a#1,b#1, plati log, x = ° ”x,speciélné log,x = ln_x
log,a Ina
Vsechny logaritmické funkce prochdzeji bodem [1,0].
Grafy exponencidlnich funkci Grafy logaritmickych funkci

ﬁ-

log, (x)
El

Goniometrické funkce

nebo také trigonometrické funkce realného argumentu (thlu v obloukové mite) jsou funkce
f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=tgx, f(x)=cotgx.

Lze je zavést pomoci jednotkové kruznice takto:
je-li x délka oblouku na jednotkové kruznici mezi bodem [1,0] a prisecikem této kruznice s poloptimkou,
kterd vychazi z poc¢atku soufadnic, je

sin x roven druhé soutadnici tohoto pruseciku,

cosx jeho prvni soutradnici.

Ziejmé plati zdkladni trigonometrickd identita sin’x + cos’x =1 (z Pythagorovy véty)



X
inx 2 Y X "

coSs X 1 1

Déle definujeme

sin x 1 COS X
tgx = , cotgx=—-=——.
COS X tgx sSinx

D, =D, =R, O, ={xeR[x=Qk+)-%,keZ|, O, ={xeRx=kr kel}.

Funkce sin x a cos xjsou periodické s periodou p =27, sinx je licha, cosx suda, funkce tgxa cotgx jsou
liché funkce periodické s periodou p =7 .

cotg

Le yj\
Grafy funkci - —
f(x)=sinx x - x 3n x
f(x)=cosx 0 s o
\ :

yA \

fx)=tgx ]
f(x)=cotgx | x

Hodnoty goniometrickych funkci pro nékteré argumenty:

0 /2 T 3 /2 27 /6 /4 /3
sin 0 1 0 -1 0 112 | 272 | \3/2
cos 1 0 -1 0 1 V32 | 272 1/2
tg 0 neni def. 0 neni def. 0 J3/3 1 NE)
cotg neni def. 0 neni def. 0 neni def. \B 1 \/§ /3
UZiteéné vitahy:
sinx = sin(z — x) = —sin(z + x) = —sin(27 — x),
Vx e (0,%) plati: cos x = —cos( — x) = —cos(m + x) = cos(2w — x),
tgx =—tg(r —x), cotgx=—cotg(m —x).




Vyjadreni goniometrické funkce daného argumentu pomoci jiné goniometrické funkce tého? argumentu:

sin x CoS X tgx cotgx
Ttgx *1
i i +y/1-cos’
S S X J1+tg°x {1+ cotg’x
+1 tcotgx
COS X i\/I—Sinzx COS X

J1+tg°x {1+ cotg’x

g x _tsnx +4/1—-cos’x tgx 1
cotg x Eyl=sinx SELULE x2 1 cotg x
sin x \J1—cos“x tgx

Nasledujici identity pro goniometrické funkce plati vidy pro ty argumenty, pro které maji obé strany smysl:

Souctoveé vzorce:

+
sin(x £ y) =sinxcos y £ cosxsin y tg(xty)= fgx+tgy
IFtgxtgy
. . t tgyFl
cos(x £ y) =cosxcos y Fsinxsin y cotg(xxt y)= colgxcote y+
cotg x tcotg y
Pro soucin goniometrickych funkci plati:
sinx sin y =4 (cos(x— y)—cos(x+)) sinx cos y =1 (sin(x+ y)+sin(x—y))

y =
cosx cos y =1(cos(x—y)+cos(x+)) cosxsin y =1 (sin(x+ y)—sin(x—y))

Goniometrické funkce ndsobkit argumentii:

. . 2t . 1—tg?
sin2x =2sinx cosx = gf cos2x = cos’x —sin’x = gzx
I+tgx I+tg™x
sin3x = 3sin x —4sin’x cos3x =4cos’x—3cosx
2 2 -1
tg2x = tgf = cothxZ%:%(cotgx—tgx)
I-tg'x cotgx—tgx 2cotgx

Goniometrické funkce polovicnich argumentii:

ol /l—cosx :l( sinx —J1—si ) _:| sin x |:|1—cosx|: /l—cosx
|s1n’2‘ 2 ? Vitsinx —Vl-sinx |tg’2‘ |1+cosx| | sin x | I+cosx
lcos 2] = ’M:‘E(\/l+sinx+\/l—sinx) |cotg§:| sin x |:|l+.c0sx|: [1+cosx

2 |l—cosx| | sin x | I—-cosx

Mocniny funkci sin x a cos x:
) . . .
sin’x =4(1—cos 2x) sin’x =4 (3sinx—sin3x)

cos’x =1(1+cos 2x) cos’x =1 (3cosx+cos3x)’



Analyticka geometrie

Vektorem v roviné (resp. v prostoru) rozumime mnozinu vSech rovnobéznych souhlasné orientovanych a

stejné dlouhych tsecek. Zvolime-li jednu konkrétni z téchto usecek, napt. u = AB , mluvime o umisténi
vektoru do pocatecniho bodu A4 . Jestlize vektor umistime do pocatku souradné soustavy [0,0] (resp.

[0,0,0]), potom soutadnice koncového bodu jsou souradnice vektoru u.

Je-li vektor umistén v bodé 4, u= AB, A= la,,a,], B=[b,b,] (resp. A=[a,,a,,a,], B=[b,b,,b,]),
potom pro soufadnice vektoru u plati w=B-A4=(b —a,,b, —a,) (resp. u= (b, —a,,b, —a,,b, —ay)).

Ze vztahu u=B— A plyne B=A4+u.
Operace s vektory u = (u,,u,), v=(v,,v,) (resp. u = (u,,u,,u;), v=_(v,v,,v;) ):

Velikost vektoru |u| = \Ju] +u; (resp. |u|=\ju] +u; +u; )
Opaény vektor —u = (—u,,—u,) (resp. —u = (—u,,—u,,~u,) )
k-ndsobek vektoru ku = (ku,,ku,) (resp. ku = (ku,,ku,,ku;) ), k € R

O vektorech ua kuftikdme, ze jsou kolinedrni
Rovnost vektorit u=v < (4, =v, Auy, =v,) (tesp. u=v < (u,=v, Au, =v, Auy =v,))
Soucet vektorit w+ v = (u; +v, ,u, +v,) (tesp. wu+v=(u, +v, ,u, +v, ,u; +v,))
Rozdil vektorii w—v = (u, —v, ,u, —v,) (resp. u—v=(u, —v, ,u, =V, ,uy —v;))
Linedrni kombinace vektorit ku + k,v = (ku, + kv, ku, + kv, )

(resp. ku+k,v = (ku, + kv, ku, + kv, kuy + kyvy)), k Lk, e R
Skaldrni soucin vektorii u-v =uv, +u,v, (€R) (resp. w-v=uy, +u,v, +u,v, (€R)),

u-v=|ul|v|cosg,kde p =<« (u,v), ¢e(0,27)

Vektorovy soucin vektorit u = (u1 U, ,u3), V= (v1 ,vz,v3)

(pouze v prostoru!) je vektor

uxv= ((u2v3 —uy, ), (uyv, —uyvy ), (uyv, —u,v, )) -

i j k
= U, Us,
Vi YV, VW

ktery je kolmy na rovinu, v niz lezi vektory u,v

a pro jeho velikost plati

u x v| = |u| |v| sin @
(plosny obsah kosodélnika tvofen¢ho vektory u,v)
pricemz trojice vektord u,v,u x v tvofi pravotoCivy systém (viz obrazek).

Piimka v roviné
Prochazi-li ptimka p body A4, B, potom pro bod X € p je vektor X — 4 kolinearni s vektorem B — 4,
tedy pro nékteré t € Rplati X — 4 =1(B— A4), neboli

X=A+t(B-A),teR — parametrickd rovnice pfimky p zadané¢ dvéma body 4, B

x=a, +t(b —a) (cR

Pro jednotlivé sloZky pro A=[a,,a,], B=[b,,b,]:
y=a,+t(b, —a,)



Prochazi-li pfimka p bodem A4 =[qa,,a,] rovnobézné s vektorem s = (s,,s, ), ktery se nazyva smérovy vektor
ptimky p, potom pro bod X € p je vektor X — 4 kolineadrni s vektorem s, tedy pro nékteré 1 e R plati
X —A=t-s, neboli
X=A4+t-s,t e R — parametricka rovnice ptimky p zadané bodem 4 a smérovym vektorem s.
xX=a, +ts,

Pro jednotlivé sloZky je-li A=[a,,a,] s=(s,,s,): ,teR
y=a,+ts,

Obecnad rovnice piimky p: ax+ by +c =0 se odvodi z parametrickych rovnic eliminaci parametru:

-sz} - S, (x—a!])zz‘s]s2
-, S (y—a!z)zz‘s]s2

& S,x—-s,y+sa,-s,a, =0 = a=s,,b=-s

X —aq, :tSI - = Sz(x—a])—S](y_az)zo <

y—a, =ts,

a dale
(sz,—sl)-(x—al,y—az)zo = (sz,—sl)-(X—A)zo,

tedy pro libovolny bod X na ptimce ax + by +c =0 je polohovy vektor X — 4 kolmy na vektor n = (a,b) .

Normdlovy vektor ptimky o rovnici ax+by+c =0 je vektor n = (a,b) (a libovolny jeho nasobek)

. o . g L b o .
Pro b # 0 mizeme obecnou rovnici piimky prevést na smérnicovy tvar y = —"x - =kx+¢q — piimka je
a a

grafem linearni funkce (viz kapitola funkce).
ax, +by, +c
Vzddlenost bodu A=[x,y,] od pfimky p: ax+by+c=0: d(p,A4A)= %
a +b
Odchylka pfimek p:ax+by+c =0, q:a,x+b,y+c, =0 jerovnauhlu jejich normalovych
(a,b) (ay,b,)  |ma,+bb,| < 7,>
. = , Qe 0,E .
|(a,,b,)| |(a2,b2)| \/a]2 +b12 \/a22 +b22

vektord, plati tedy cose =

Piimka a rovina v prostoru

Analogickou uvahou, pomoci které jsme odvodili parametrickou rovnici piimky v roviné, odvodime
Parametrické rovnice ptimky p zadané dvéma body 4 =[q,,a,,a,], B=[b,,b,,b,]:
x=a +t(b —-a),y=a,+tb,-a,),z=a, th(b3 —a3),teR
a zadané bodem 4 =[q,,a,,a,] a smérovym vektorem s = (s,,s,,5;):
X=a +ts,y=a,+ts,,z=a, +ts; teR
Ptimku v prostoru Ize zadat jako priisecnici dvou rovin; obecnd rovnice piimky v prostoru neexistuje!

Jestlize z parametrickych rovnic vyjadiime parametr ¢ a vzniklé vztahy porovname, dostaneme tak zvané
4 _YTa 274

kanonické rovnice primky
s, S, S5
Tiemi body 4, B,C, které nelezi v ptimce, je zadand rovina p , pro jejiz libovolny bod X je vektor X — 4
nékterou linearni kombinaci vektorit B— 4 a C— A4, platitedy X —A=¢(B—A)+t,(C—-A), t,t, eR
neboli X = A+t (B—A)+t,(C—A4) — parametrickd rovnice roviny p zadané tfemi body A4, B,C

x=a,+t,(b—a)+t,(c,—a)
ve slozkach pro 4 =[a,,a,,a,], B=[b,,b,,b,],C =[c,,c,,c;]: y=a,+4,(b, —a,)+t,(c, —a,) 1.1, eR
z=a,+t(b;—a,)+1t,(c; —a,)



Prochézi-li rovina p bodem 4 =[a,,a,,a,] rovnobézné se dvéma nekolinearnimi vektory u = (u,,u,,u,),
v=(v,m,,v ), potom pro bod X € p je vektor X — A4 né€kterou linedrni kombinaci vektord u, v, tedy pro
nékterd 7,,¢, e R plati X — 4=t -u+t, - v, neboli

X=A+t -u+t,-v — parametrickd rovnice roviny p zadan¢ bodem 4

a dvéma nekolinearnimi vektory u,v
xX=a, +tu +1v
ve slozkach pro 4 =[a,,a,,a,], w=(u,,uy,u; ),v=(v,v,,v;):  y=a,+tu, +t,v, t,t,eR

z=a, +Lu, +1,v,

Obecnda rovnice roviny p : ax+by +cz+d =0 se odvodi z parametrickych rovnic eliminaci

parametri:
X—a =tu +4L,v, |V, N ( _,
y—a, = t] U, +t2V2 V| 2 al) " (y a2) ! (ulv2 uzv}) (uZV3 uSVZ) N
y—a, =tu, +t,v, |-v
z—aj =t]]u32 +t22v32 v; _} = (y=a) - (z-a) =6 (i —un) - (ur, —nn)

= (x—al)(u3v2 —u2v3)+(y—a2)(u1v3 —u3vl)+(z—a3)(u2v1 —ulvz) =0

Plati tedy (a,b,c) = k((u3v2 — U,V ), (u1v3 — UV, ), (uzv1 —u,v, )) = k(u X V);

tento vektor je kolmy na smérové vektory roviny p , tedy (a,b,c) =n — normdlovy vektor roviny p .

) . |ax0 +by, +cz, |
Vzddalenost bodu A=[x,y,,z,] odroviny p: ax+by+cz+d=0: d(p,4) =

Na’ +b* +¢°
KuZelosecky

jsou rovinné kiivky, které dostaly spole¢ny ndzev proto, Ze vzniknou jako fez kuZzele rovinou — podle toho,
jaky ma tato rovina sklon vzhledem k ose resp. povrchové piimce kuzelu, dostaneme

a) parabolu — rovina je rovnobézna s povrchovou piimkou (ktera prochéazi vrcholem kuzelu),

b) elipsu — rovina svira s osou kuzelu thel ¢ (0,%) ,

b) kruznici — rovina je kolma na osu kuzelu ((p = %),

d) hyperbolu — rovina je rovnobézna s osou kuzelu (¢ = O)
viz obrazek (ktery pochazi z Wikipedie)

- _

Elipsa je kiivka, jejiz kazdy bod ma od danych dvou bodl v roviné
stejny soucet vzdalenosti.

Elipsa mé dv¢ ohniska, oznacme je E a F.




Elipsa obsahuje dva hlavni vrcholy A a B a dva vedlejsi vrcholy C a D. Stied elipsy, na obrazku vrchol S, lezi
ve stiedu Gsecky EF, tedy mezi ohnisky.

Ptimka, ktera prochazi hlavnimi vrcholy (a také ohnisky), se nazyva hlavni osa elipsy, primka ktera prochazi
vedlejSimi vrcholy, se nazyva vedlejsi osa elipsy.

Usecka, ktera spojuje libovolny hlavni bod a stied elipsy, se nazyvé hlavni poloosa. Na obrazku se jedna o
useCky AS a BS.

Usecka, ktera spojuje libovolny vedlejsi bod a stied elipsy, se nazyva vedlejsi poloosa. Na obrazku se jedna o
usecky CS a DS.

Rovnice elipsy se sttedem v po¢atku soufadnic a osami v soufadnych osach ma tvar
2 2

Xy
Tyl

je-li stied elipsy v bod¢ S = [m, n] a osy jsou rovnobezné se soufadnymi osami, ma rovnice tvar
2 2
(x=m)  (v=n)
—+ ——=1.
a b
2

w7 4 4 /4 v . . . 14 2 2
V piipadé a=b =r dostavame kruZnici s rovnici x* +y* =r’resp. (x—m) +(y—n) =r’.

Hyperbola je kuzZeloseCka, pro jejiz kazdy bod plati, ze absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti od dvou pevné
danych bodu je vzdy stejna.

Bodim F a F» se tika ohniska.

Bod S se nazyva stifed hyperboly a nachazi se ve sttedu usecky FiF>.

Ptimka F1 F> se nazyva hlavni osa hyperboly. Kolmice k této ose v bod¢ S se nazyva vedlejsi osa hyperboly.
Priise¢iky hyperboly s hlavni osou se nazyvaji vrcholy hyperboly, na obrazku vpravo to jsou body 4 a B.
Use&ky AS a BS se nazyvaji hlavni poloosy hyperboly. Jejich délku znadime a.

Délku vedlejsi poloosy hyperboly znacime b.

Vzdalenost ohniska od stiedu se nazyvé excentricita, znaéime ji e. Plati vztah e =/a® +b° .
Ptimky ai, a>, prochdzejici sttedem hyperboly — prodlouzené tihlopticky obdélniku vytvotfeného pomoci
poloos — viz obrazek — jsou asymptoty hyperboly.

Rovnice hyperboly se sttedem v pocatku soufadnic a hlavni osou v ose o, resp. v ose o, ma tvar
2 2 2 2

X resp. y——x—:l,

a> b - at b
je-li stfed hyperboly v bod¢ S = [m, n] a hlavni osa je rovnob&Zzna s osou oy resp. s 0sou 0, ma rovnice tvar
2 2 2 2
(= =nf o ) emm)
a’ b’ b’ a’




Parabola je kiivka, ktera ma od dané piimky a od daného bodu, ktery na té ptimce nelezi, konstantni
vzdalenost.

Bod F' se nazyva ohnisko paraboly.

Ptimka d se nazyva ridici primka paraboly.

Ptimka FD se nazyva osa paraboly, je kolma k fidici pfimce a
prochazi ohniskem.

Bod V' se nazyva vrchol paraboly a nachazi se ve stfedu
usecky FD.

Délku usecky FD nazyvame parametrem paraboly. Jedna se
o vzdalenost ohniska od fidici pfimky.

Rovnice paraboly

U paraboly rozliSujeme celkem ¢tyfi riizné ptipady. Jak je orientovana osa paraboly, tj. jestli je osa svisla
(rovnobézna s osou y), jako na obrazku, nebo jestli je osa vodorovna (rovnobézna s osou ox). Dale pak
rozliSujeme ptipad, kdy je parabola oteviena nahoru nebo dolli a nalevo nebo napravo. Necht’ ma parabola
vrchol V' =[m,n] .

1) Parabola mé osu rovnobéznou s osou oy a je oteviena nahoru. Potom ma rovnici:

2

(x—m)2 :2p(y—n) = y—nzi(x—n)

a ohnisko ma soufadnice F = [m,n + g} .
2) Parabola mé osu rovnobéznou s osou oy a je oteviena dold.
Potom ma rovnici: Vim,nl

(x—m)2 =—2p(y—n) = y—nz—i(x—n)2

a ohnisko ma soufadnice F = [m,n + g} . ‘

d
3) Parabola mé osu rovnobéznou s osou oy a je oteviena doprava.
Potom ma rovnici:

(y=n) =2p(x-m)

a ohnisko ma soufadnice F = [m + ﬁ,n} .

V[m,n F

2

4) Parabola ma osu rovnobéZnou s osou oy a je oteviena doleva.
Potom ma rovnici:

(y=n) ==2p(x—m)

a ohnisko ma soufadnice F = [m - g,n} .

F V[m,n]
L]

V ptipadech 1) a 2) je parabola grafem kvadratické funkce, v ptipadech 3) a 4) se nejedna o grafy funkci.

(viz matematika.cz)

Komplexni cisla



Definujeme imaginarni jednotku i jako Cislo, jehoz druhou mocninou je —1,
i’ =-1
Komplexnim cislem se nazyva vyraz

Z=X+y-i

kde x,y e R.Pfitom x se nazyva redlna sloZka, y imaginarni sloZka Cisla z; piSeme

x=Rez, y=Imz.

Komplexni ¢isla, jejichz imaginarni sloZka je nulova, ztotoZnime s redlnymi €isly.

Komplexni ¢isla, jejichz realné slozka je nulova, se nazyvaji ryze imagindrni.

Pro pocitani s komplexnimi ¢isly plati nasledujici pravidla :
Rovnost komplexnich Cisel :

XNEN=X+ 00 < X=X A Y =),
Scitani (odcitdni)

(x,+20) £ (x, + ) =(x, £ x,)+ (¥, £,)i

Nasobeni
(xl +y1i)'(x2 +y2i) = (xlxz _y1y2)+(y1x2 +x1yz)i
Déleni
X +yi _ 4% + V), " VX =5V, i
; 2 2 2 2
X, + )l X+, X, + ),

Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla z definujeme piedpisem

|z| :|x+yi| =Jx*+y’

Komplexné sdruZené Cislo k Cislu z je Cislo

zZ=x—-YyI
Plati:
z+Z =(x+yi)+(x—yi)=2x, z-Z=(x+yi)(x—yi)=x+)’
z,+z,=Z +Z,, Z,°Z,=2 "2,
2+ 5| <z +nl, |az|=|a) |5 _ :||:||

Znazornéni komplexnich Cisel

Komplexni ¢isla znazorniujeme jako body v roving, které

tikame Gaussova rovina nebo rovina komplexnich Cisel. Im
Vodorovna osa soufadnic se nazyva redlnd osa,

svisla imagindrni osa.

Komplexni €islo z = x + yi znazorfiujeme jako bod [ x, y].

Ptitom ziejmé (podle Pythagorovy véty) je |z| rovna

vzdalenosti bodu [x, ] od pogatku soufadnic.

2
=|]

gl z)

=]

m



Uhel ¢ (v oboukové mife), ktery svira pruvodic obrazu ¢isla z s kladnym smérem realné osy,

se nazyva argument komplexniho Cisla z a znaCise argz

arctgZ x>0

X

arcth+7r x<0,y>0
X

argz =
arctgz—n x<0,y<0

+ 7 x=0,y>0

2 y<0

Necht' z=x+yi,p =argz. Vyraz
z=lz|(cosp+ising)
se nazyva goniometricky tvar komplexniho Cisla z. Je vhodny pro nasobeni a umociiovani

komplexnich ¢isel :

2,2, = (|zl|(cosgol +isin g, ))(|22|(cosgo2 +isin ¢2)) =
= |Zl||Zz|(COS((p1 +¢,)+isin(g, +(P2))
z _ |z,|(cos g, +ising,

1 ) _m _ Qi _
— (cos((p, @,)+isin(g, ¢2))
z, |zz|(cosgoz+zsm(p2) 22|

z" = (|z|(cosq)+isingo))" =|z[" (cosnp +isinng), kde neZ

Ptedchozi vztah se nazyva Moivreova véta.
Reseni rovnice a" =z, kde z je komplexni ¢isloa n celé, je dano prave
vSemi Cisly

z|(cosq)+2kﬂ +isin¢+2kﬂj, k=0,1,....,.n—1.

n

n n

Souhrn téchto n ¢isel nazyvame n-tou odmocninou z Cisla z.

JestliZe poloZime
e’ =cosp+ising (Euleriv vzorec),
dostaneme exponencidlni tvar komplexniho ¢isla
z= |Z| e,
Vztahy pro nasobeni a umocnovani komplexnich ¢isel v exponencialnim tvaru

vypyvaji z vlastnosti exponencialni funkce.



