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Uvod

Tento ucebni text je urcen pro volitelny predmét Matematicky seminaf, ktery je zarazeny
ve studijnim programu na zakladé zkuSenosti s hlubokymi neznalostmi ze stfedoskolské
matematiky, které v posledni dobé pozorujeme, a které brani uspésnému zvladnuti latky
v povinnych predmétech na FIT.

V seminaii se budeme snazit zopakovat a prohloubit znalosti ze stfedni skoly, které
jsou potiebné pro dalsi studium na FIT. Je volitelny, tedy zédlezi jen na vlastnim zvazeni
kazdého studenta, zda si jej zapiSe. V prvnim tydnu vyuky se v predmétu IDA bude psat
vstupni pisemka (na 5 bodu), jejiz vysledek by mohl v tomto rozhodovéni pomoci - pii
zisku méné nez 3 bodu je navstévovani seminafe nanejvys vhodné.

Prace v seminéfi bude probihat podle jednotlivych témat; ptriklady k feseni v kazdé
hodiné budou dopredu zvetrejnény, coz by mohlo usnadnit zisk bodu za aktivitu ve vyuce.
Matematiku jste na stiedni skole méli (obvykle) ¢tyfi roky, probiralo se toho mnoho. My
se budeme snazit vybrat kapitoly hlavné s ohledem na potieby Matematické analyzy,
povinného predmétu v letnim semestru 1. ro¢niku.

V prvni ¢asti tohoto ucéebniho textu (kapitola 1) je uveden piehled zdkladnich pojmu a
vzorcl, které je vhodné mit pfi poéitani k dispozici — jsou zvlast na webové strance pod
odkazem ,Shrnuti“, muzete si je samostatné vytisknout. Ve druhé — hlavni ¢dsti — jsou
pak fesené, komentované priklady; komentare se snazi zduraznit, k ¢emu budou jednotlivé
partie dale slouzit, a na co je dobré se zamérit.

Hlavni myslenka: Nejdfive se zamysli, pro¢ to délas, zvol vhodny postup a potom
az zacni mechanicky pocitat!

MATEMATIKA pochdzi z Feckého slova MATHEMA, co? znamend védéni a pozndni.
Matematika nejsou pocty — ty jsou jen jednim z ndstroju, které navic muze za ndas vykonat
pocitac. Je prostredkem k popisu a formalizaci jevi v okolnim svété, umoZzZnuje odhadnout
dusledky téchto jeviu a najit souvislosti mezi nimi.

Arthur Shopenhauer napsal: ,Zddat, aby nékdo viechno, co kdy cetl, podriel v paméti, je
jako Zddat, aby v sobé nosil vsechno, co kdy snédl. Zil z toho télesné, z onoho dusevné, a
stal se tim, ¢im je. Tak jako télo kazZdého prijima pouze to, co sndsi, kazdy si zapamatugje
jen to, co ho zajimd, co se hodi do jeho myslenkové soustavy nebo k jeho icelum.“ Vérime,
Ze méco z tohoto textu bude ctendri k uzitku. Snad presto, Ze mnohé zapomene, zapamatuje
si, kde to cetl, aby se k textu pripadné pozdéji vratil.

Uved'me jesté myslenku Démokrita z Abdér: ,, Vzdéldni md horké koveny, ale sladké ovoce.



Piehled uzitych symbolu
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mnozina vSech prirozenych cisel

mnozina vSech celych ¢isel

mnozina vsech raciondlnich ¢isel
mnozina vSech realnych ¢isel

mnozina vsech kladnych realnych ¢isel
mnozina vSech komplexnich ¢isel
prazdnd mnozina

x je prvek mnoziny M

x neni prvek mnoziny M

mnozina vSech prvku z mnoziny M s vlastnosti v(x)
konjunkce vyroku p, g

disjunkce vyroku p, ¢q

p implikuje ¢

ekvivalence vyroku p, ¢

obecny kvantifikdtor (pro kazdy...)
existencni kvantifikator (existuje...)

M je podmnozina N

M se rovna N

sjednoceni mnozin M, N

prunik mnozin M, N

rozdil mnozin M, N

bod o soufadnicich a; ,ay (resp. ay, az, as)
vektor o slozkéch uy, uy (resp. uq, ug, ug)

absolutni hodnota realného (resp. komplexniho) ¢isla



1  Zakladni pojmy - shrnuti

1.1 ijravy algebraickych vyrazu

Mocniny a odmocniny

Pro kazdé redlné r, s a kazdé a > 0, b > 0 (resp. pro kazdé celé r, s a kazdé a # 0, b # 0)
plati:

a" ==L (ab)" =a" - b"
N T
a a®=a"* (%)_1 =2

Dale plati

Je-lin € N, a > 0, existuje pravé jedno ¢islo x > 0 tak, ze 2™ = a. Toto cislo se nazyva
n-td odmocnina z ¢isla a a znaci se Va.

Je-li ¢islo a < 0, n > 0 liché, mé rovnice " = a pravé jedno realné feSeni, totiz ¢islo
—/—a < 0. Misto — {/—a piSeme /a. Neni-li n liché, symbol {/a pro a < 0 nedefinujeme.

POZOR: Sudé odmocniny jsou definovdny pouze pro nezdpornd ¢isla, liché
odmocniny jsou definovdny pro vsechna redlnd éisla (tedy i pro zdpornd)!

Plati
V0=0,V1=1, YT = —1,
Wa

o n Va _ ./a
\/E a"bv W_ b

)m ) W = nWa
R/ /e = Y, a¥/b= Van-b.
Proa >0, n € N, r € Z definujeme a» = /a’. Potom platf:

—r o 1 1

:aT:a/fnz—r: naf,r:
an

a

3%

n

ar
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Pro vsechna a > 0, b > 0 a pro vSechna r € Q, s € Q plati:

T
a’-at = ar+s, (CLT)S — aT's, ((l . b)r =q" - bT, (2) —_ pp—h

b
POZOR! (\/a)’ = a, ale Va? = |a| !
Umocnovani a rozklad dvojclent

(a £0)* = a® £ 2ab + b7,
(a+£b)® = a®+ 3ab + 3ab® + 1%,
(a+b)* = a* + 4a3b + 64V + 4ab® + b*,

obecné (Newtonova binomickd véta)

(a£b)" = i(il)’“ (Z) a" kb,

k=0

Cisla (Z) jsou tzv. binomické koeficienty (kombinacéni éisla) a plati

()=

Jejich hodnoty lze snadno najit pomoci Pascalova trojihelniku:

n — mocnitel dvojclenu  binomické koeficienty

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 41
n=> 1 5 10 10 5 1
n=~6 1 6 15 20 15 6 1

Na zacatku a konci kazdého radku je jednicka, dalsi ¢isla jsou vzdy souctem nejblizsich
dvou ¢isel o radek vys.

Pro rozklad dvojclenu plati:

a* —b* = (a +b)(a —b)
a® +b® = (a £ b)(a® F ab + b?)
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a* —b* = (a +b)(a — b)(a® + b?)

a®™ + b*™ = nelze rozlozit

a2n _ b2n — (a 4 b) (a2n71 _ a2n72b T a2n73b2 et (_1)k71a2n7kbk71 4o
4 ab2n72 o b2n71)
a2n+1 _ b2n+1 — (CL + b) (a2n _ a2n—1b_|_ a2n—2b2 — (_1)ka2n—kbk 4.

4 aan—l . b2n)

Rozklad polynomu P,(z) = a,2" + a, 12" ' + - + a;x + ap na kofenové cCinitele:

Plati-li P,(z¢) = 0, pak ¢islo xg se nazyva koten polynomu P,(x), vyraz x — xg kofenovy
¢initel a plati

Pu(z) = (. — 20) Qn-1(2).

Polynom n-tého stupné ma (v oboru komplexnich ¢isel) pravé n kofentu. Jsou-li

T, T2, ..., T, (ne nutné ruzné) koreny (redlné nebo komplexni) polynomu P, (z), plati
Py(x) =an(x —21) (x — 29) -+ (x — xy) (rozklad na kofenové ¢initele)
a dale
ap = (—1)"a, xyx9 -+ Ty.

Pro koteny polynomu druhého stupné Py(x) = ax? + bx + ¢ plati zndmy vzorec

—b+Vb? — 4dac
2a '

T2 =

Je-li koeficient b sudy, b = 2k, muzeme pouzit vzorec

Ziejmeé plati
Py(z) = az® + bx + ¢ = a(z — 1) (z — 1),

tedy proa =1 je

(x— 1) (x —23) = 2% — (21 +22)T + 21709 = b= —(21 +22), c = 7179

Jinak plati

alr — x1)(x — 29) = ax® — a(xy + 22)x + ar1vy = b= —a- (v, +33), c=a- 175

Obecné pro polynom P, (1) = ap,x™ + ap_12™ 1 + -+ - + a1 + ag plati

ap = (—1)" - ay - v129 -+ - Tpy.
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1.2 Funkce

IDA:
Funkce (zobrazeni) f : A — B, x+ y je podmnozina kartézského souc¢inu A x B (relace
z A do B), pro kterou plati

Vee A dlye B: (z,y) € f.

Jsou-li mnoziny A, B konecné, muzeme prislusné mnoziny A, B, jejich kartézsky soucin
Ax Bifunkci f C A X B zadat vyc¢tem prvki. Jsou-li tyto mnoziny nekonecné, popiseme
prislugné prirazeni pomoci piedpisu (vyrokovou funkef), napf.

= {(ZL‘,y) |y:x2}

Obvykle rozumime funkci pravé tento pritazovaci predpis tak, jak se funkce definovala na
sttedni skole.

Stredni Skola:
Funkce je predpis f, ktery prifazuje kazdému prvku néjaké mnoziny (defini¢niho oboru
Dy) prvek jiné mnoziny (oboru hodnot Hy).

Timto zpusobem budeme chapat pojem funkce v predmétu IMA i v tomto seminaii.

Funkei (jedné proménné) obvykle rozumime takové zobrazeni, kdy defini¢ni obor i obor
hodnot jsou ¢iselné mnoziny. Budeme se vénovat prevazné redlnym funkcim jedné redlné
proménné, tedy zobrazenim

fZDf—)Hf, ngR, Hng

Je-li funkce f zadand néjakym predpisem, pricemz neni explicitné zadan jeji definiéni
obor, rozumime jim mnozinu vSech z € R, pro kterd ma prislusny ptredpis smysl. Tuto
mnozinu nazyvame prirozenym definiénim oborem funkce f.

Graf funkce jedné proménné je mnozina bodu v roviné dana vztahem

I'={(z,y) |t €D;Ay=f(z)},

tedy pravé ta mnozina, pomoci niz se definuje funkce v predmétu IDA.

Rovnost funkci
Pifmo z definice pojmu funkce plyne, ze plati f = g, jestlize Dy = D, aVa : f(x) = g(z).

Zuzeni funkce
Zuzeni funkce f na mnozinu M (nebo téz parcidlni funkce) je funkce f |y s definicnim
oborem D; N M dané predpisem

flu: flu(x)=f(x) Yoz Drn M.
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Neékteré typy funkci
Funkce f je rostouct, resp. klesajici na mnoziné M, plati-li Va,, 2o € M
Ty < x9 = f(x1) < f(x2), resp. w1 < a9 = f(x1) > f(xg)

a neklesajict, resp. nerostouct na mnoziné M, plati-li Va1, 2o € M

11 <29 = f(21) < f12), Tesp. x1 <@y = f(w1) > f(x2).

Funkce f je prosta, plati-li

Vi, 20 € Dy xq1 # 20 = f(21) # f(22).

Funkce f je sudd, resp. lichd, plati-li
f(—z) = f(x), resp. f(—z)=—f(z) Vxe Dy.
Funkce f je periodickad, jestlize dp # 0 tak, ze plati
f(x+p)=f(x) Vze Dy

Funkce f je ohrani¢end (shora, resp. zdola), je-li jeji obor hodnot ohranic¢eny (shora,
resp. zdola), tedy plati-li

JkeRVYy e Hp: (y <k, resp. k <y).

Vytvareni novych funkci

Z danych funkei f, g, ¢ (vztahy plati pro vsechna z z defini¢nich oboru vzniklych funkef)
lze vytvaret funkce nové.

Slozend funkce f o p (¢ti f po @) je ddna vztahem

(fop) (@)= f(p(x)).

Inverzni funkce f~! je funkce s definiénim oborem rovnym oboru hodnot funkce f a
s vlastnosti

[Ta)=y & fly) ==

Funkce f mé inverzni funkci f~!, pravé kdyz f je prosta.

Grafy funkef f a f~! jsou navzajem soumérné podle pifmky y = x (osy 1. a 3. kvadrantu).

Soucet, rozdil, souéin a podil funkci — funkce f +g, f-g, g s vlastnostmi
(f £9) (@) = f(z) + (),
(f-9) (x) = f(x) - g(x),
f(z)

f
5(95)

g(z)
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1.3 Elementarni funkce

Polynomy
Polynomy jsou funkce zadané pomoci pfedpisu tvaru
Po(2) = anz™ 4 apq2" " + -+ + a1z + ap,

pricemz n je stupent polynomu, a;, ¢ = 0,...,n, je koeficient u i-té mocniny a aq je
absolutni ¢len.

Cislo x¢, pro které plati P,(z¢) = 0, je kofen polynomu. Je-li 2y kofen polynomu P, (),
nazyva se vyraz r — ro korenovy c¢initel, pricemz plati

Po(z) = (x — 20) - Qn-a(2).
Vlastnosti polynomi

e Polynom n-tého stupné ma v oboru komplexnich ¢isel pravé n kotent.

e Jsou-li zy, 79, ..., 7, (ne nutné rizné) kofeny polynomu P, () = a,z" +a, 12" ' +
+ -+ 4+ a1z + ag (redlné nebo komplexni), plati

P.(x) =apn(x —x1) (x —x3) -+ (x —z,) (rozklad na kotenové éinitele).

e Plati ag = (—1)"a, z122 -+ Ty.

Funkéni hodnoty polynomu urcujeme pomoci Hornerova schématu.
Uréeni P,(a) pro P,(z) = apz™ + ap 1™+ +a;zt + -+ a1x + ag

| w | o] e ] e |

@ ‘ bpn—1 = an ‘ bpos = -bp_1+an_1 ‘ ‘ bi1=a-b;+a; . ‘ bo=a-by +a1 ‘ P(a)=a-bg+ao
Ptitom plati
Po(z) = (. — a) (bpo12" " + byoa™ 4 - bz + -+ bz + by) + Pla).

Je-li a koten polynomu P,, tedy plati P,(«) = 0, dostdvame v dolnim tadku tabulky
koeficienty polynomu, ktery vznikne po vytknuti kofenového ¢initele x — a.

Specialni pripady:

Linedrni funkce je funkce tvaru f(x) = kx + ¢, Dy =R, Hyf = R (pro k # 0. Grafem
je piimka (viz Obr. 1.1). Jelikoz

f(0)=k-0+q=g,

tak ¢ znaci usek, ktery dana piimka vytina na ose y. Dale

k
k=—=t
L= tey



1.3 ELEMENTARN{ FUNKCE 11

Obr. 1.1: Linearni funkce.

je smérnice dané primky. Prusecik s osou x 1ze ziskat feSenim rovnice 0 = k - x + ¢, tedy

Kvadratickd funkce je funkce tvaru f(x) = ax?® + bxr + ¢, D; = R, grafem je parabola
(viz Obr. 1.2) a plati

) , b b\> b2
y=axr"+br+c & y—c=alzx*——-2x)=alz——| ——
a 2a 4a?

b b\?
& y—|c—— )= - .
G ORIS)
Jestlize mame rovnici paraboly ve tvaru
y—B:k?<J}—A)2,

pak ma tato parabola vrchol V' = [A, B].

Je-li k > 0, je parabola ,oteviend nahoru“, v intervalu (—oo, A) funkce klesd, v intervalu
(A, c0) roste.
Je-li k < 0, je parabola ,oteviena dolu“, v intervalu (—oo, A) funkce roste, v intervalu
(A, 00) kless.
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1
—
—
(251
La
e
[

Obr. 1.2: Kvadraticka funkce:
e y=2><y—0=1-(x—0)?% vrchol V =[0,0], k =1 > 0, oteviend nahoru.
e y=2’—4r+4y—0=1-(x—2)% vrchol V = [2,0], k = 1 > 0, oteviend nahoru.
o y=2’+2r < y+1=1-(x+1)% vrchol V = [-1,—1], k = 1 > 0, oteviend nahoru.

e y=2—-1*<y—2=—1-(x—0)?2 vrchol V =10,2], k = —1 < 0, oteviend dolu.

Racionalni lomené funkce

Racionalni lomené funkce jsou funkce tvaru

Rle) = c];‘l(é))’

kde P,(x), resp. @, (), jsou polynomy stupné n, resp. m.
Racionalni funkce je ryze lomend pro n < m a neryze lomend pro n > m.

Specialni pripad:

Linedrni lomend funkce je funkce tvaru

ar +b

xr) = ——,
fa)=——
kde a,b,c,d € R, x # —‘El, ¢ # 0, pricemz tuto funkci muzeme upravit na tvar

dme_(b_ady 1
{E—i-%_ c ) x— (-9

c

a a
y——=-
c c
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neboli
1

x—A
Grafem je hyperbola s vrcholem V' = [A, B] a asymptotami x = A, y = B (viz Obr. 1.3).

y—B=k-

10+

-104

Obr. 1.3: Linearn{ lomend funkce.

Napiiklad pro
_2z+3  2@-1)+5 _x 1
Sl —(x-1) r—1

je grafem hyperbola y + 2 = —5 - = kterd md vrchol V' = [1,—2], asymptoty = = 1,
y = —2, je rostouci na intervalech (—oo, 1) a (1, 00) a prostd na celém definiénim oboru.

Mocninné funkce

Mocninné funkce jsou funkce tvaru f(x) = z% kde a € R. Ptitom mohou nastat tyto
moznosti:

a) a =0 (jednd se o konstantu).
b) a je prirozené ¢islo, a € N. Potom se jedna o specidlni piipad polynomu.
¢) a je celé zéporné &islo, a = —r,r € N. Potom f(z) =27" = L, D; =R — {0}.

)

d) a je prevrdcend hodnota prirozeného ¢isla, a = % Potom f(x) = T = x,
Dy = (0, 00)pro n sudé, Dy = R pro n liché.

Q[

= \q/ :,Up.

. . z 7 v 7 B . ~ z
e) a je raciondlnf ¢islo, a = £. Potom z¢ je slozend funkee, f(z) =z
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f) @ je iracionalni ¢islo. Potom Dy = (0,00) pro a > 0 a Dy = (0,00) pro a < 0.
Grafy mocninnych funkci f(z) = x® jsou na Obr. 1.4.

h

y a=2

3 a=1

. a=1/2

a=1/3

: a=0

\\ a=-1

2 = 1 2 3 X

a=-1
a=1/3

Obr. 1.4: Mocninné funkce.

Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce jsou funkce tvaru f(z) = a”, kde a > 0, Dy = R, H = (0, 00).
Funkce je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1. Pro a = 1 se jedné o konstantu
f(z) = 1. Grafy vSech exponencidlnich funkef prochazeji bodem [0, 1] (viz Obr. 1.5).

lugj[ x)

Ingi{.r]
i

Obr. 1.5: Exponenciédlni (vlevo) a logaritmické (vpravo) funkce.
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Logaritmické funkce

Logaritmické funkce pii zdkladu a, kde 0 < @ < 1 nebo a > 1, jsou funkce tvaru f(x) =
=log, x a Dy = (0,00). Jsou inverzni k funkcim f(z) = a”, tedy plati

T = CLlogaa[:
a Hy = R. Jinak feceno log, = je ¢islo, na néz je tfeba zdklad a umocnit, abychom dostali
¢islo x.

Logaritmicka funkce pti zakladu e = 2,718281828... se struéné nazyva logaritmicka
funkce (pfirozeny logaritmus) a znaci se Inz : = log, x. Logaritmickou funkci pfi zakladu
10 (dekadicky logaritmus) znac¢ime logx : = logyyx. Je-li @ > 0, b > 0, pficemz a # 1,
b # 1, plati

1
log, > = 08 x7
log, a
specialné
Inz
log, x = —.
Ina

Vsechny logaritmické funkce prochazeji bodem [1,0] (viz Obr. 1.5).

Goniometrické funkce

Goniometrické funkce nebo také trigonometrické funkce realného argumentu
(dhlu v obloukové mife) jsou funkce

f(x)=sinz, f(z)=cosz, f(z)=tgz, f(x)=cotguz.

Lze je zavést pomoci jednotkové kruznice, viz Obr. 1.6.

'1\
X tg x
in x|\* Y X

1 cos X 1 1

Obr. 1.6: Zavedeni goniometrickych funkci pomoci jednotkové kruznice.

Je-li z délka oblouku na jednotkové kruznici mezi bodem [1, 0] a prusecikem této kruznice
s poloptimkou, kterd vychazi z pocatku soutradnic, je sin x roven druhé souradnici tohoto
pruseciku a cos x jeho prvni souradnici.

Ziejme plati zdkladni trigonometrickd identita

sin?z + cos’>xr =1 (z Pythagorovy véty).
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Déle definujeme

sin x 1 CoS T
tgxr = , cotgar = — = ——.
cosx tgx sinx
Definiéni obory goniometrickych funkci jsou
Dginzg = Deosz = R?
Dtgx:{xeR‘x#(2k+1)- keZ},

i

2 7
Deotgr ={r € R|x # km, ke Z}.
Funkce sinz a cos z (viz Obr. 1.7) jsou periodické s periodou p = 27, pticemz sin z je lichd

a cos z je suda. Funkce tgz a cotg z (viz Obr. 1.8) jsou liché periodické funkce s periodou
p=T.

yA
7 —
n i x 3ny X
0 /3 2n
\ ,
Obr. 1.7: Funkce sinx (¢ernd) a cosz (modrd).
y A \
N
/]
X
Zin _n /D 0 a3 I 3n An
-14
A

Obr. 1.8: Funkce tgz (Cernd) a cotgx (modré).

Hodnoty goniometrickych funkci pro nékteré argumenty:

x 0 /2 T 3m/2 27 /6 | w/4 | ©/3
sin x 0 1 0 ~1 0 1/2 | V2/2 | V3/2
COS & 1 0 —1 0 1 V3/2 [ V2/2 ] 1/2
tgx 0 neni def. 0 neni def. 0 V3 /3 1 V3

cotgz | neni def. 0 neni def. 0 nenf def. | /3 1 V3/3
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Pro Vx € (O, g) plati nasledujici uziteéné vztahy:
sinz = sin(m — x) = —sin(7 + z) = —sin(27 — z),
cosx = —cos(m — x) = — cos(m + x) = cos(2m — x),
tgr = —tg(m — z),
cotg x = — cotg(m — x).

Vyjadreni goniometrické funkce daného argumentu pomoci jiné goniometrické
funkce téhoz argumentu:

sin x cos T tgx cotg

. . :tt
sin x sin x ++v/1 —cos?zx X £1

\/1+th:13 \/lJrcoth:L‘

cosz | £v/1 —sinz coS T £l Lcotge
\/1+tg2x \/1+cot g2z
: Epy)
tgl’ +sinx +V1 ,COS T tg$ 1
1—sin2 z COS T cotgx
:t\/l—sin2a: + cosx 1
COUT | " ms Vi—cor’s e | cotgr

Nasledujici identity pro goniometrické funkce plati vzdy pro ty argumenty, pro které maji
obé strany smysl.

Souctové vzorce:

sin(t £y) = sinzcosy =+ cosxsiny tglrty) = %
cos(r+y) = cosxcosy Fsinxsiny cotg(r +y) = %

Pro soucin goniometrickych funkci plati:

sinz siny = 3 (cos(zx—y)—cos(x+y)) sinxcosy = = (sin(x+y)+sin(zx—y))

N= D=

~—

cosz cosy = = (cos(x —y)+cos(zx+y)) cosxsiny = 3 (sin(x+y)—sin(z—y)

N= D=

Goniometrické funkce nasobkt argumentii:

. _ . _ 2tgz _ 2 N2 o 17tg2x
sin2x = 2sinxcosx = Trig%s cos2r = cos“x —sin‘“x = Tie%s
sin3rz = 3sinz —4sin’x cos3x = 4dcos®x — 3coszx

= 2tgr _ 2 _ cotg?z—1 _ 1 _
tg 2r = 1—-tg2x =~ cotgz—tgx cotg 2r = 2cotgx 2 (COtg T —tg l’)

Goniometrické funkce polovi¢nich argumentii:

/11— 1
sing‘ = $:§<\/1+sinx—\/1—sinx)
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)t B B /1 —cosz
& |14 cosz sinx -V 1+cosz
1 1
‘cosg —1/$:§<\/l+sinx+\/l—sinx)

sinx

_'1—COS$

x sinw 1+ cosx 1+ cosx
cotg—|=|———|=|———| =/ ——
2 1 —cosxz sin x 1 —cosz
Mocniny funkci sinus a kosinus:
sin®z = 1(1— cos2z) sin®z = 1(3sinz — sin3z)
cos?z = (14 cos2z) cos’z = 1 (3cosz + cos3w)

1.4 Analyticka geometrie

Vektorem v roviné (resp. v prostoru) rozumime mnozinu vSech rovnobéznych sou-
hlasné orientovanych a stejné dlouhych tsecek. Zvolime-li jednu konkrétni z téchto usecek,
napi. u = AB, mluvime o umisténi vektoru do pocatecniho bodu A. Jestlize vektor
umistime do pocdtku souradné soustavy [0, 0] (resp. [0, 0, 0]), potom soutadnice koncového
bodu jsou souradnice vektoru u.

Je-li vektor umistén v bodé A, u = E, A = [ay,as], B = [by,by] (resp. A = [aq, ag, asl,
B = [by, by, b3]), potom pro soutadnice vektoru u plati

u=B-A= (b1 — ay, bg — CLQ) (resp. u = (bl — CthQ — a9, bg — ag)).

Ze vztahuu =B — A plyne B=A + u.

Operace s vektory

Méjme vektory u = (u1,u) a v = (v1,vs), resp. u = (uy, ug, ug) a v = (vy, v, v3). Zave-
deme nékolik operaci s vektory.

Velikost vektoru: |u| = \/u? + u3, resp. [u| = \/ui + u3 + u3
Opaény vektor: —u = (—uy, —us), resp. —u = (—uy, —Ugz, —Us)

k-nasobek vektoru: ku = (kuy, kus), resp. ku = (kuy, kug, kus), k € R

O vektorech u a ku tikame, ze jsou kolinedrni.

Rovnost vektoru: u=v < (u; = v; Aug = v9),
resp. U =v < (u; = v Aug = vy A ug = v3)

Soucet vektoru: u+v = (ug + vy, us + v9), resp. u+v = (u; + vy, us + vg, uz + v3)
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Rozdil vektort: u—v = (u; — vy, ug — vg), resp. u—v = (u; — vy, Uy — Vg, Uz — V3)

Linedrni kombinace vektoru: kju + kov = (kjuy + kovq, kyus + kavg),
resp. kiu+kov = (k1w + kavy, kiug + kova, kiug + kavs),
k’l, k’g eR

Skaldrni soucin vektori: u-v = ujv; + ugvy (€ R),
resp. U-v = w0 + ugvs + uzvz (€ R),

u-v = |uf[v|cosp, kde p =¥ (u,v), p € (0,2n)

Vektorovy soucin vektoru (pouze v prostoru!):

i j k
U X vV = (UgV3 — UsVs, U] — UIV3, U1V2 — UgV1) = | Uy U U3
U1 V2 Vg

Vysledny vektor u x v je kolmy na rovinu, v niz lezi vektory u, v a pro jeho velikost plati
|lu x v| =|u||v|sing (plosny obsah kosodélniku tvotreného vektory u,v),

pricemz trojice vektoru u, v, u X v tvoii pravoto¢ivy systém (viz Obr. 1.9).

Obr. 1.9: Vektorovy soucin.
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Primka v roviné

Prochézi-li primka p body A, B, potom pro bod X € p je vektor X — A kolinearni
s vektorem B — A, tedy pro nékteré ¢t € R plati

X—A=t(B-A),

neboli
X=A+t(B-A),teR

(parametrickd rovnice piimky p zadané dvéma body A, B)
Rozepsanim na slozky dostaneme pro body A = [a1, az]|, B = [by, be] rovnice

r=a + t(bl - CL1),
= Q9 +t<bg — CLQ), t e R.

Prochazi-li piimka p bodem A = [aq,as] rovnobézné s vektorem s = (sq,s2), ktery se
nazyva smérovy vektor piimky p, potom pro bod X € p je vektor X — A kolinedrni
s vektorem s, tedy pro nékteré t € R plati

X—-—A=t-s,

neboli
X=A+t-s, teR

(parametrickd rovnice piimky p zadané bodem A a smérovym vektorem s)

Rozepsanim na slozky dostaneme pro bod A = [ai, as] a smérovy vektor s = (sq,52)
rovnice

T =a; + sy,
y=as+tsy, t €R.

Obecnd rovnice primky p je tvaru ax + by 4+ ¢ = 0 a odvodi se z parametrickych rovnic
eliminaci parametru ¢. Tedy

rT—a; =18 | -8y Sy (x —ay) =ts159
& = s (r—a1)—s1(y—ax) =0&
Yy—as =tsy | 81 s1(y —ag) =1t 8189
& S9T — 1Y + S1a9 — Soa1; = 0 = a = 59, = —5;
a déle

(s2,—s1) - (x — a1,y —as) =0< (s9,—s1) - (X —A) =0.

Tedy pro libovolny bod X na ptimce ax + by + ¢ = 0 je polohovy vektor X — A kolmy na
vektor n = (s9, —s1) = (a,b).

Normdlovy vektor primky o rovnici ax + by + ¢ = 0 je vektor n = (a, b) (a libovolny
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jeho ndsobek).
Pro b # 0 muzeme obecnou rovnici primky pfevést na smérnicovy tvar

b
y=——x— €k + ¢ (primka je grafem linedrni funkce (viz kapitola funkce)).
a

a

Vzddlenost bodu A = [xg,yo] od pTimky p: ax +by+c=0 je

awg + byo + |

d(p7 A) - \/m

Odchylka primek p: ajx + by +c1 =0, ¢ : asx + by + co = 0 je rovna thlu jejich
normalovych vektoru, plati tedy

(a1,01)  (az,ba) — |aras + biby <0’ E> .

COS = = ,
7T anb)] T(azbe)l | @ @t B 2

Primka a rovina v prostoru

Analogickou tvahou, pomoci které jsme odvodili parametrickou rovnici pifimky v roving,
provedeme odvozeni v prostoru.

Parametrické rovnice piimky p zadané dvéma body A = [a1,as,as], B = [by, bs, b3]
jsou tvaru

x=a;+t(by —ay),
Y = as + t(bg — CLQ),
z:a3+t(b3—a3), teR,

a zadané bodem A = [ay, as, az] a smérovym vektorem s = (s1, S, $3) jsou tvaru

:a1+t$17
Yy = as + tSg,
z=uag+tss, t €R.

Piimku v prostoru lze zadat jako prusecnici dvou rovin.

Obecnd rovnice primky v prostoru neexistuje!

Jestlize z parametrickych rovnic vyjadiime parametr ¢ a vzniklé vztahy porovname, do-
staneme tzv. kanonické rovnice primky

r — aq Yy — ao Z — as

S1 S9 S3

Ttemi body A, B, C, které nelezi v piimce, je zadana rovina p, pro jejiz libovolny bod X
je vektor X — A nékterou linearni kombinaci vektoru B — A a C' — A, plati tedy

X—-—A=t(B—-A)+t(C—A), t1,t2 € R,
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neboli
X=A+t(B-—A)+t,(C—-A).
(parametrickd rovnice roviny p zadané tfemi body A, B, C)

Rozepsanim na slozky dostaneme pro body A = [a1, as, as|, B = [by, be, bs], C = [c1, ¢z, ¢3]
rovnice

r=ay+t1(by — a1) + ta(c1 — aq),

y = as +t1(by — ag) + ta(ca — az),

z=az+t1(bs — a3) + ta(cs — a3), ti,t2 € R.
Prochazi-li rovina p bodem A = [ay, as, ag] rovnobézné se dvéma nekolinedrnimi vektory

u = (uy,us,u3), v= (v1,v9,v3), potom pro bod X € p je vektor X — A nékterou linedrni
kombinaci vektoru u, v, tedy pro néktera t;,t, € R plati

X A=t -utty v,

neboli
X=A+t-u+t+ty-v.
(parametrickd rovnice roviny p zadané bodem A a vektory u, v)
Rozepsanim na slozky dostaneme pro bod A = [a1,as,a3] a vektory u = (uq,ug, us),

v = (v1, v2,v3) rovnice
T = ay + tyug + tavy,
Y = ag + tiug + tavg,
z = a3 + tiug + tavs, t1,t2 € R.

Obecnd rovnice roviny p : azr + by + cz + d = 0 se odvodi z parametrickych rovnic
eliminaci parametru ¢y, 5. Tedy

)
T —a; = tiug + v | -vo

= Vo (x —ay) — v (Y — ag) = t1 (ugvy — ugvy) (Ugv3 — u3vs)
Y — ag = tiug + tava | -0y

Y — ag = tiug + tovg| U3
= v3(y — ag) — vz (2 — az) = t1 (ugvs — uzvy) (ugvy — Ugvy)

z — a3z = tiug + tavg | Uy )

= (x — a1) (ugvy — ugv3) + (y — as) (u1vz — uzvy) + (2 — az) (ugvy — ugvy) = 0.
Plati tedy
(a,b,c) =k (ugvg — ugvs, u1v3 — ugvy, Uugvy — uvz) = k(U X v).

Tento vektor je kolmy na smérové vektory roviny p, tedy pro normadlovy vektor roviny
p plati n = (a, b, c).

Vzddlenost bodu A = [xg,yo, 20] od roviny p: ax +by+cz+d =0 je
_amg + byo + czo

d(p, A) = ,
A= e e
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Kuzelosecky

Kuzelosecky jsou rovinné ktivky, které dostaly spoleény nézev proto, ze vzniknou jako fez
kuzele rovinou — podle toho, jaky méa tato rovina sklon vzhledem k ose, resp. povrchové
piimce kuzelu, dostaneme (viz Obr. 1.10)

a) parabolu — rovina je rovnobéznd s povrchovou piimkou (ktera prochdzi vrcholem
kuzelu),

b) elipsu — rovina svird s osou kuzelu tihel ¢ € (0, g),
¢) kruznici - rovina je kolmd na osu kuzelu (¢ = %),

d) hyperbolu — rovina je rovnobézné s osou kuzelu (¢ = 0).

22

Obr. 1.10: Rez kuzele rovinou (zdroj: Wikipedia). Parabola (¢. 1), kruznice a elipsa (¢.
2), hyperbola (¢. 3).

Elipsa

Elipsa (viz Obr. 1.11) je kiivka, jejiz kazdy bod mé od danych dvou bodu v roviné stejny
soucet vzdalenosti. Elipsa ma dvé ohniska, ozna¢me je F a F'. Elipsa obsahuje dva hlavni
vrcholy A, B a dva vedlejsi vrcholy C, D. Stred elipsy, na obrazku vrchol S, lezi ve
stfedu tsecky EF, tedy mezi ohnisky. Piimka, ktera prochézi hlavnimi vrcholy (a také
ohnisky), se nazyva hlavni osa elipsy, piimka ktera prochazi vedlejsimi vrcholy, se nazyva
vedlejsi osa elipsy. Useéka, kterad spojuje libovolny hlavni vrchol a stied elipsy, se nazyva
hlavni poloosa. Na obrazku se jedna o usecky AS a BS. Useéka, ktera spojuje libovolny
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1
|
\
1
\

C

Obr. 1.11: Elipsa.

vedlejsi vrchol a stred elipsy, se nazyva vedlejsi poloosa. Na obrazku se jedna o usecky
CS aDSs.
Rowvnice elipsy se stiredem v pocatku souradnic a osami v souradnych osach méa tvar

2?2
) + 2= 1.
Je-li stied elipsy v bodé S = [m,n] a osy jsou rovnobézné se soufadnymi osami, mé
rovnice tvar ) )
-m  y-n?
a? N

V pripadé a = b = r dostdavame kruZnict s rovnici

224+ =1 resp. (x—m)’+(y—n) =12

Hyperbola

Hyperbola (viz Obr. 1.12) je kuzelosecka, pro jejiz kazdy bod plati, ze absolutni hodnota
rozdilu vzdalenosti od dvou pevné danych bodi je vzdy stejnd. Bodum Fi a F se iika oh-
niska. Bod S se nazyva st'ed hyperboly a nachazi se ve stredu tusecky F) Fy. Piimka Fi Fy
se nazyva hlavni osa hyperboly. Kolmice k této ose v bodé S se nazyva vedlejsi osa
hyperboly. Pruseciky hyperboly s hlavni osou se nazyvaji vrcholy hyperboly, na obrazku
vpravo to jsou body A a B. Usetky AS a BS se nazyvaji hlavné poloosy hyperboly. Je-
jich délku znacime a. Délku wvedlejsi poloosy hyperboly znacime b. Vzdéalenost ohniska
od stfedu se nazyva excentricita, znacime ji e. Plati vztah e = v/a? + b%. Piimky a1, as
prochézejici sttedem hyperboly (prodlouzené thlopficky obdélniku vytvoreného pomoci
poloos, viz Obr. 1.12) jsou asymptoty hyperboly.

Rovnice hyperboly se sttedem v pocatku souradnic a hlavni osou v ose o,, resp. v ose
oy, M4 tvar
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Obr. 1.12: Hyperbola.

Je-li stted hyperboly v bodé S = [m, n| a hlavni osa je rovnobéznd s osou o,, resp. s osou
0y, M4 rovnice tvar
(—m)® (y—n)’ (y—n) (z—m)’

e — 72 =1 resp. 72 — p =1.

Parabola

Parabola (viz Obr. 1.13) je kiivka, kterd mé od dané piimky a od daného bodu, ktery na
té primce nelezi, konstantni vzdalenost. Bod F' se nazyva ohnisko paraboly. Piimka d se
nazyva ridict primka paraboly. Piimka F'D se nazyva osa paraboly, je kolméa k tidici
primce a prochazi ohniskem. Bod V' se nazyva vrchol paraboly a nachazi se ve stredu
usecky F'D. Délku usecky F'D nazyvame parametrem paraboly. Jedna se o vzdélenost
ohniska od tidici ptimky.

Rovnice paraboly

U paraboly rozlisujeme celkem ¢tyfi ruzné piipady, jak je orientovana osa paraboly, tj.
jestli je osa svisla (rovnobéznd s osou o0,), nebo jestli je osa vodorovna (rovnobézna s osou
o,). Déle pak rozlisujeme piipad, kdy je parabola oteviend nahoru nebo dolu a nalevo
nebo napravo. Necht md parabola vrchol V = [m, n].

1) Parabola mé osu rovnobéznou s osou oy, je oteviend nahoru a mé rovnici

(z—m)P’=2(y—n) < y—n:;p(x—n)Z.

Ohnisko m4 soufadnice F = [m,n + L] (viz Obr. 1.13a).
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a) b)
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V[m,n F F V[m,n]
o o
c) d)

Obr. 1.13: Parabola (zdroj: www.matematika.cz).

2) Parabola ma osu rovnobéznou s osou oy, je oteviend dolu a mé rovnici

(r—mP=—ply—n) y—n:—%@—n)?.

Ohnisko m4d soutadnice F' = [m,n + £| (viz Obr. 1.13b).
3) Parabola mé osu rovnobéznou s osou o, je oteviend doprava a m& rovnici
(y—n)*=2p(z—m).
Ohnisko m4 soufadnice F = [m + &, n] (viz Obr. 1.13c).
4) Parabola ma osu rovnobéznou s osou o, je oteviena doleva a mé rovnici
(y—n)*=—2p(x—m).

Ohnisko m4 soufadnice F' = [m — £,n] (viz Obr. 1.13d).
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V piipadech 1) a 2) je parabola grafem kvadratické funkce, v pfipadech 3) a 4) se nejednd
o grafy funkci.

1.5 Komplexni cisla

Definujme #magindrni jednotku i jako ¢islo, jehoz druhou mocninou je —1, tedy

i =—1.
Komplexnim ¢islem se nazyva vyraz

z=x+Yy- 1,
kde x,y € R. Pritom z se nazyva realna slozka a y imaginarni slozka ¢isla z, coz zapisujeme
r=Rez, y=Imz.
Komplexni ¢isla, jejichz imaginarni slozka je nulova, ztotoznime s redlnymi cisly. Kom-
plexni cisla, jejichz realna slozka je nulova, se nazyvaji ryze tmagindrni. Zavedeme
nékolik pravidel pro pocitani s komplexnimi ¢isly.
Rowvnost komplexnich ¢isel je definovana jako
1+ Y1t = 22+ Y2l = 11 = T2 A Y1 = Yo
Séitdni (odéitdni) komplexnich ¢isel je definovéna jako
(@1 + y1i) £ (22 + yoi) = (21 £ 22) + (Y1 L o) 0.
Nadsobeni komplexnich ¢isel je definovana jako
(21 +117) - (22 +101) = (2122 — Y1y2) + (Y1272 + 21Y2) 4.

Déleni komplexnich ¢isel je definovana jako

Tty T iy | YT — Ty
To + Yot x5+ 5 x5 + Y3

Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla definujeme predpisem
2l = |z +yil = Vaz + 2
Komplexné sdruzZenym cislem k ¢islu z je cislo

zZ=x—yi.

|
I
—
8
-+
<
S,
~
—~
8
|
<
=
I
8
[\
_|_
<
(V]
Il
N
S

z24+zZ = (z+yi)+ (x —yi) = 2z, z -

21+ 22 = Z1+ Zo, 212y = Z1° %22,

_ l=l
|z2|

Z1
22

|21 + 22| < |zn| 4|22, |21+ 20| = |z1| - |22,
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Znazornéni komplexnich cisel

Komplexni ¢isla znazornujeme jako body v roviné, které fikime Gaussova rovina nebo
rovina komplexnich ¢isel. Vodorovna osa soutadnic se nazyva redlnd osa, svisla pak
1magindrni osa.

Komplexni ¢éislo z = x 4 yi zndzorniujeme jako bod [x,y]. Piitom ziejmé (podle Py-
thagorovy véty) je |z| rovna vzdélenosti bodu [z, y] od pocatku souradnic (viz Obr. 1.14).

Im
=[x,y/

}!

| arg(z)

X Re
Obr. 1.14: Komplexni ¢islo v Gaussové roviné.
Uhel ¢ (v obloukové mife), ktery svird pruvodi¢ obrazu ¢isla z s kladnym smérem redlné

osy, se nazyva argument komplexniho ¢isla z a znaéi se arg(z), ptricemz

)
arctg ¥ x>0

arctg2 +7 2 <0,y >0

© = arg(z) = arctg? —m 1 <0,y <0
>0
+7 xz =0, Y
y <0

(
Necht z = z + yi, p = arg(z). Vyraz
z = |z| (cosp + isinyp)

se nazyva gonitometricky tvar komplexniho ¢isla z. Je vhodny pro nasobeni
a umocnovani komplexnich ¢isel, tedy

2129 = (|21 (cos @1 + isin@y)) (|z2] (cos pa + isin ps))
= |z1] |z2] (cos(p1 4 @2) + isin(pr + ¢2))

A1 |z1] (cos gy +isingy) 2|

2 — |Z2‘ (COS 0o + isin 902) — E (COS(QOl - ‘PQ) + ZSIH(QOl - (pQ))a
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2" = (|z] (cosp +isinp))" = |z|" (cos ny + isinngp) ,

kde n € Z. Ptedchozi vztah se nazyva Moivreova véta.
Reseni rovnice a™ = z, kde z je komplexni ¢islo a n je celé ¢islo, je dano pravé vSemi

cisly
2k 2k
\VaFE (Cosu+i Sinu> , k=0,1,...,n—1.
n n

Souhrn téchto n ¢isel nazyvame n-tou odmocninou z Cisla z. Jestlize polozime
e"? = cosp +ising (Buleriv vzorec),
dostaneme exponencialni tvar komplexniho ¢isla
z = |z|e".

Vztahy pro nasobeni a umocinovani komplexnich ¢isel v exponencidlnim tvaru vyplyvaji
z vlastnosti exponencialni funkce.
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2 Resené priklady a cviceni

2.1 Uprava algebraickych vyrazu

Uprava algebraickych vyrazu je zakladni nezbytna dovednost pro vSechny partie matema-
tiky, hlavné pro matematickou analyzu. Upravu ale nesmime provadét mechanicky podle
toho, co néas nejdiiv napadne — vzdy je tfeba myslet na to, pro¢ upravu provadime, tedy
na¢ upravovany vyraz potiebujeme — co s nim dale budeme délat. prrava neni cil, ale
prostredek.

2.1.1 Odmocnina ve jmenovateli — usmérnéni zlomku

Déleni zaokrouhlenym cislem zatézuje vysledek chybou, proto je presnéjsi co nejdéle
pocitat s odmocninami a zaokrouhlit az vysledek.

Priklad 2.1. Spoctéte

Sl
Eh

Reseni.

2 3 2v3 3V6 2 1 V3
ﬁ—WZT—ngﬁ—ﬁ(:?(“—?’@))

Vypocitame predchozi vyraz tak, ze odmocniny zaokrouhlime na 5 desetinnych mist
a vysledek také. Potom vypocitame s presnosti na 5 desetinnych mist upraveny vyraz:

V3 =1.73205, /6 = 2.44949

= 1.154701077 = 1.15470, 8- =1,224744743 = 1.22474

2
1.73205 2.44949

2 3__ = 1.15470 — 1.22474 = —0.06904

1,73205  2,44949

23 — 1y/6 = —0.070044333 = —0.07004

......
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Cviceni

Upravte nasledujici vyrazy — odstrante odmocniny ze jmenovatele:

(v2-1)]
3) <\/1+\/§—\/§)1 [\/7+5\/§+2+\/§]
9 (24 0E) 3-v3]

5) Ovéite, ze plati v/20 = /15 + 10v/2 — /15 — 10v/2.

2.1.2 Vyrazy s racionalnimi exponenty

Mame zjednodusit nésledujici vyrazy. Takto formulované zadani neni jednoznacné — co
myslime jednodussim, resp. nejjednodussim, tvarem? Vysledek urcité nebude vzdy jen
jediny. Nasim cilem bude, aby ve vysledku bylo co nejméné odmocnin, resp. racionalnich

exponentu.
6/5V3  4[6-V5
s \3 5
Reseni.

o/53 L[6-v/5 5t.3%%  3¥F 3%.3i.58 3% V3 V2.3
6 V3.3 2t.35 92i.5v% o26th.3t .56 o2 2 2

Priklad 2.2. Zjednoduste vyraz

[

D=
=

NI
olw

w
o=

Priklad 2.3. Zjednoduste vyraz
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Exponent muzeme vypocitat najednou:

Ve vysledku je uvedena podminka a # 0. Podminku a > 0 psat nemusime — tato podminka
je ziejma z vysledku, protoze zadany i vysledny vyraz nejsou pro zaporna ¢isla a defi-
novany. Podminka a # 0 je nutnd, protoze do vysledku se da a = 0 dosadit, do zadaného
vyrazu ne. Musime uvadét podminky, za kterych rovnost zadaného vyrazu a vysledku

plati.
O

Cviceni

Zjednoduste nasledujici vyrazy tak, aby ve vysledku bylo co nejméné racionalnich expo-
nentu (tj. odmocnin). Uved'te podminky, za kterych je vysledek roven zadanému vyrazu.

b [E e 4]

1 5 —
2)M [Va, a#0,b> 0]

3) y/oVe (1, a> 0]

a’

g) VooV Va7 Vb, a>0,b40)

= g >0

6) Yot . Yab [%,a#(),b#o_

7) 2. ]/ [W,a;éo]
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2.1.3 prravy vyrazi za pouziti znamych pravidel

Poznamka 2.4. Pii upravach nejdiive rozkladame na soucin a az v piipadé nezbytnosti
nakonec roznasobujeme — Casto pujde kratit. Podle postupu tpravy se poznd, jestli se
predem zamyslime, nebo jestli mechanicky pouzijeme prvni tpravu, kterd nas napadne.

N

a—1 a 1
a a—1 a®>—a
Reseni.
a—1 a 1 _(a—l)Q—CLQ—l_ﬂZ—2CL—|—1—,@Z—1_ —2a
a a—1 a*—a a(a—1) B ala—1) Ca(a—1)
-2
= 0
—aF

Pro a = 1 neni definovan ani vysledek — podminku a # 1 nemusime uvadeét.

Priklad 2.6. Urcete hodnotu vyrazu

SN GDNCORGEED

vbodéa)a=2b)b=—3.

N =

Reseni. Nejdifve vyraz zjednodusime, potom dosadime. Tedy

RO NEIRGE

_at bt —dPh—ab® [(b—a)2 a® +b% +ab

a?b? ab ab
Cat+ bt —adth—ab® PV’ ab B
N a2b? (b— a)2 a2+ b2 +ab
at+ bt —a’h — ab® ab _
B 1 (b2 —2ab+ a2) - (a2 + b2 4+ ab)
(a* +b* — a®b — ab®) - ab (a* +b* —a’b —ab®) -ab

P+ b+ ab® — 20%b — 2ab — 20 + at + PP @%b @+ b — ab— ab?

:a_b‘
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Po dosazeni dostdvame a) 2b, b) —%.

Nyni zkusime jiny postup, dosadime piimo do zadani a upravime ziskany vyraz. Tedy pro

a = 2 dostavame

a? b2_ a+b . 1_12 a+b+1 B
b2 a2 b a ' a b b a _2_
i b_2_2_9 . l_l ’ g_|_9_|_1 —

B2 4 b 21 |\2 b ) -
C16+b'—8b—2b* | (b—2\? 4+b2+2b|
N 4h? ‘ 2b 2b N

16 + b* — 8b — 23 prd 2

b2 —4b+4 b2+ 2+
bt — 203 — 8b+ 16

447

4:
bt — 208 —8b+16

=2b- =2b- — 2.
bt + 203 + 47 — 403 — 87 — 16b + 47 + 8b + 16 B2 —8b+ 16 =
Déle pro b = —% dostavame
a2+62 a b\] [[/1 1 2 a+b+1 B
b?  a? b a)| |\a b b a bf1_
10?1+ — ! Ly (g L 1
=l4a"+——-2a—— )| : ||~ | =24 — — —
4a? 2a a 2a
~ 16a* +1+8a® +2a a 2 2a _
N 4a? 1+ 2a —4a2 —1+2a
_a 16a* + 8a® + 2a + 1 B
2 (1+4a+4a?)(1 —2a+ 4a?)
a 16a* + 8a® + 2a + 1

21— 2a+4d® + da — 8 + 16a3 + 4d® — 8a3 + 16a*

|
ot

Mame-li pocitat hodnotu upravovaného vyrazu pro dvé ruzné konkrétni hodnoty

proménnych,
do vysledku.

je zfejmé obecné vyhodnéjsi zjednodusit zadany vyraz a dosazovat az
Jestlize mame vypocitat hodnotu vyrazu pro konkrétni hodnoty vsSech

v ném obsazenych proménnych (a jen jeden takovy piipad), je vhodné dosadit piimo do
neupraveného vyrazu a pocitat s cisly.

Pro zopakovani latky ze zakladni skoly najdeme hodnotu vyrazu pro a = 2 a soucasné
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b = —= (bez pouziti kalkulacky), tedy

EERGHIREOREED
I RCNCORCER
foeee e[GO G- (o) ()

(16-20+5) 16  5-(16-441)  64+1

N =

SallES

16-25-13  j-5-13 65 =
O
Priklad 2.7. Zjistéte, pro ktera a je hodnota vyrazu
da~z a
L—(1+va) (1-va) ™ (1-a)
rovna —1.
Reseni. Nejdifve zjistime, pro kterd a je vyraz definovédn. Vystupuje zde a": = \/La’
a ddle ve jmenovateli 1 — /a, tedy musi platit a > 0 A a # 1. Tedy
4a™2 a B 4q—2 T B
2 =2 2 = =
=V =V (=va) [ el
(1-va)
4/a 4v/a nebo jako
(1-va)y’-(1+va)® 1-2Va+ta-(1+2Va+a) | 10541 étvercn
_ NG o
C(I—Va-1-va)(1-+Va+1+ya) —4/a =
pro vechna a > 0, a # 1. O

Cviceni
Zjednoduste nasledujici vyrazy (tak, aby vysel uvedeny vysledek). Udejte podminky, za
kterych se vysledny vyraz rovna zadanému.

1) 2 =2 L4 L 2, 2 #1, o # —1]

9) #’=8r+l6 (24 & # 4]
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3) L= 2ty (2t 2)]
1) Bl P b0, a £ 20)
5 (527 ()’ [(a+ 5, arb0]
6) (2 +y2)" — (22 —¢?)° [42%y?]
(-2 5+ %) (1, u# +v, u#0Vov#0

2.1.4 Uprava na souéin (resp. podil) jednoduchych (obvykle
linedrnich) vyrazu

Pii rozkladu kvadratickych vyrazu (levych stran kvadratickych rovnic) vyuzivame vztahu
mezi kofeny rovnice a jejimi koeficienty. M&-li rovnice

P rbrtcec=(r—x)(r—29) =0

kofeny w1, o, pak plati
1+ T =—b, w1 -T9=c

Nebo kofeny rovnice ax? + bx + ¢ = 0 vypocitame pomoci zndmého vzorce.

Piiklad 2.8. Rozlozte na soucin:

x® — 2t — 5623,

Reseni.
—56=—-8-7
r® — a2t — 562" = 2® (2* — 2 — 56) = =23 (z+8)(x—7)
—8+7=-1
O
Pi#iklad 2.9. Citatele i jmenovatele rozlozte na soucin:
a* — a®b+ b* — ab?®
(b—a)(a®+b*+ab)
Reseni.
a'—a’b+ b —ab®  d®(a—b) -0 (a—D) (a_b)M—b—a 0wt
(b—a) (a2 + b2 +ab) b — a? (a2 ’
O

Priklad 2.10. Upravte na jeden zlomek a citatele i jmenovatele rozlozte na soucin:

a’ 2 2
<\/$2 +1+ Jﬁ) (22° — 1) — 42*Vz? + 1.
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Reseni.

2 2 2 2 2
+1+2°)(22° — 1) —4a* (2 + 1)
Va2 1+ ———— (22 — 1) —42®Va? + 1 = (@ _
( Va2 +1 2 41

_(2x2+1)(2x2—1) 4ot —dx? Aot — 1 — dxT — 4a2? 4a* +1

vaz+1 B 2 +1 o 2 +1

O
Cviceni
Proved'te tipravy s vyuZitim postupu v predchozich piikladech.
1) z* +22% -3 (22 +3) (z — 1) (z+1)]
2) a* — 1322 + 40 [(z+2v2) (z — 2v2) (2 + V5) (z — V)]
3) 3x® — 2% — 5x [z (3x —5) (x 4+ 1)]
1) LS (=L 5 #3, o # —1]

5) 3/(35—1)2 4 Y2211 |: 3x 1

Y/ (2+1)2 Va—1 Y (@—1)(2241)?

2.1.5 Rozklad polynomu v realném oboru pomoci Hornerova
schématu

Priklad 2.11. Je dédn polynom
P(t) =t — 22t* + 175¢% — 652t + 1408t — 1792,
jehoz realné koteny jsou celociselné. Najdéte jeho rozklad v realném oboru.

Reseni. Polynom je patého stupné a tedy v oboru komplexnich ¢isel bude mit celkem
pét kotenu. Pokud méa polynom komplexni koten, pak je vzdy jeho kofenem také cislo
komplexné sdruzené. Slangové se tika, ze komplexni koteny ,.chodi v parech® a polynom
lichého stupné musi mit alespon jeden koren realny, ktery se pokusime nalézt jako prvni.
Zadani je zvoleno tak, aby realné koreny polynomu byla celd ¢isla, a proto hledame realné
celé cislo.

Vime, ze kofen polynomu musi délit absolutni ¢len, coz je v tomto ptipadé ¢islo 1792.
Rozklad absolutni hodnoty tohoto ¢fsla na prvocisla je 1792 = 28 - 7, takZe je vyhodné
zkouSet mocniny 2 a ¢islo 7, tj. ¢isla +1,+£7, £2, +4, +8, +16, +32, 64, £128, +256.
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Postupnym pouzitim Hornerova schématu dostavame:

1 -22 175 -625 1408  -1792

»%J&

[l

1 -18 103 -240 448

Jeden redlny koten je 4 a plati
P(t) = (t — 4)(t* — 18> 4 103t* — 240t + 448).

Postup opakujeme. Rozklad absolutniho ¢lenu na prvoéisla je 448 = 26 . 7. Budeme tedy
zkouset cisla +4, 48, +16,£32, £64. Cisla 7, —7,2, —2 jiz nezkousime, protoze vime, ze
nejsou koreny puvodniho polynomu a nemohou tedy byt kofeny ani tohoto.

1 -18 103 -240 448

4
8
8

Cislo 8 je dvojndsobnym kofenem a plati
P(t)=(t—4)(t —8)*(t* =2t + 7).

Kofeny polynomu #* — 2t + 7 muzeme najit pomoci vzorce t;, = 14 +/1 — 7, kofeny jsou
komplexni. Rozklad polynomu v realném oboru ma tedy tvar

P(t) = (t —4)(t —8)*(t* =2t + 7).

Priklad 2.12. Rozlozte v redlném oboru polynom
P(z) =a* = 72° + 142® — 8z = x (2° — T2* + 142 — 8) .
Reseni. Potencidlni kofeny jsou £1, 42, +4, +8.

1 -7 14 -8
1|1 6 8 0 P(z) = x(x — 1)(2? — 62 + 8)
2|11 4 0 P(z) =xz(z —1)(z — 2)(x — 4)

Polynom druhého stupné x? — 6z + 8 jsme mohli rozlozit i bez Hornerova schématu.
O
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Priiklad 2.13. Rozlozte v realném oboru polynom

P(x) = 22° + 92" + 162" + 142° + 62 + 1.

Reseni.
2 9 16 14 6 1
1127 9 5 10 P(z) = (x +1)(22* + 723 + 92 + bz + 1)
1125 4 10 P(z) = (x 4+ 1)%(22% + 52% + 42 + 1)
112 3 1.0 P(z) = (z+1)*(22° + 3z + 1)
102 10 P(z)=(z+1)*2z+1)
O
Priklad 2.14. Rozlozte v realném oboru polynom
P(x) = 42°% — 2° + 82 — 382% + 33z — 6.
Reseni. Potencidlni kofeny jsou +1, £2, +3, +6.
4 -1 0 8 -38 33 -6
14 3 3 11 27 6 0 P(z) = (x — 1)(42° + 32" + 32 + 112* — 27z + 6)
1{4 7 10 21 6 0 P(z) = (z — 1)*(4a* + 72® + 102% + 212 — 6)
—t A t242 36—
4372834
2[4 -1 12 -3 0 P(x) = (z — 1)*(x + 2)(42® — 22 + 122 — 3)

Pti hledéni kotfent polynomu pomoci Hornerova schématu se nemusime omezit jen na
celociselné koeficienty. Pro polynom 3. stupné plati

Qg = —a3T1T273,

coz v naSem piipadé znamena
-3 = —41’11‘21'3,

tedy v dvahu prichézi kofen z; = 1/4:
‘ 4 -1 12 -3
1/4 \ 4.0 12 0 P(z) = (z—1)*(z+2) (z — 1) (42* + 12)

Vysledek muzeme jesté upravit a dostaneme

P(z) = (z — 1)*(z + 2) (4z — 1) (2” + 3)
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Priklad 2.15.

P(z) = 2° +2*

Rozlozte v redlném oboru polynom

—1'3 —1'2.

Reseni. Nemusime pouzit Hornerovo schéma — rozlozime pomoci vytykani:

2° 4ot — 2 — 2% = 2 (2 + 2?

Cviceni

— X

—1) =22 (xz(x+1)—(x+1)) =
=2*(z +1)(2? = 1)

=2*(z+1)*(z - 1)

Nésledujici polynomy rozlozte v redlném oboru.

2_2x+1

xt — 623 + 1122 — 62

2.2 Rovnice

[(z + 1)(2® + 1)]
[(z + 1)*(x — 2)(2? + 4)]
(02 V2o 41) (22 + V22 4 1)]

[(z — 1)(x — 2)3(2? + 3z + 4)]

)
—2)
[2(z — 1)%(x + 1)%(z — 2)(z + 2)]
+1)
)

[(z — 2)(2% + 2z + 4) (2 + 2)(2? — 22 + 4)]

[2(x — 1)*(z + 3) (2 + 1)]

Resen{ rovnic je prvnf situace, ve které pouzijeme tpravy zadanych vyrazi. Zde je tcel
ziejmy — pomoci uprav chceme najit vyraz, ze kterého piimo pozname reSeni. BEehem tprav
musime sledovat, zda se jednd o ekvivalentni tpravy (jestli jsme néjaké feseni ,neztratili®,
nebo ,nepiidali“). Obvykle se nejjednoduseji presvédéime zkouskou.
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Ekvivalentnimi dpravamsi rovnic rozumime
e zameénu stran rovnice,
e pricteni téhoz ¢isla nebo vyrazu k obéma stranam rovnice,
e nasobeni obou stran rovnice tymz nenulovym ¢islem nebo vyrazem.

Tedy takovou upravu, po které je puvodni vyraz (rovnice) ekvivalentni s vyrazem
(rovnici), ktery po tupravé dostaneme.

Ddsledkové (implikacni) dpravy jsou takové upravy, po kterych zadany vyraz im-
plikuje vysledny. Tedy zejména

e umocnéni obou stran rovnice,
e nasobeni obou stran rovnice vyrazem.
Jinymi slovy: Jsou-li L(z), P(x) vyrazy, potom Yz € Dy N Dg plati:
L(z) = P(z) = (L(2))" = (P(z))", VneN,
L(z) = P(z) = L(x) - V(x) = P(x) - V(x) jestlize Dy 2O DN Dg,

tedy je-li vyraz V' definovan vSude v definicnim oboru rovnice.

Ptipomenme si, ze implikace je nepravdiva pouze pii jedné kombinaci pravdivostnich
hodnot jednotlivych vyroku — z jedné nemuze plynout nula; z nuly plyne cokoliv.

1 = 2 jenepravda 1 = 2 jenepravda

1-2 = 2.2 jenepravda 1-0 2-0 je pravda

2.2.1 Reseni rovnic a diskuze vzhledem k ekvivalenci piislusnych
uprav

Piiklad 2.16. Reste rovnici a proved'te diskuzi o ekvivalenci pouzitych tdprav:
5z + [4z — 8(x +6)] = 3 + .
Reseni.
S5z 4[4z —8(x +6)] =3+x
or+4r —8r —48 =3+
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7 — 48 = 3+ rovnice nema feSeni

Vsechny upravy jsou ekvivalentni — pouze jsme provedli naznacené aritmetické operace.

]
Piiklad 2.17. Reste rovnici a proved'te diskuzi o ekvivalenci pouzitych tprav:
2(x-1) x-3 _g_ 5(x+1)
11 2 8§
Reseni.
2(x—1) x-3 5(x+1)
11 7 8 88
16(x—1)—44(x—3)=9-88—=55(x+1)
16x — 442 +55xr =16 —3-444+9-88 — 55
27 =621 = zx=23
Vsechny upravy jsou ekvivalentni — nasobili jsme ¢islem.
m

Pi#iklad 2.18. Reste rovnici a proved'te diskuzi o ekvivalenci pouzitych dprav:

3+ 2w (7 12x—1>
=z - = ow.

2 6 3

ResSeni.

3+ 2z 7 122 —1
2 _(6_ 3 )_5x*6
94 6x — 7+ 24x — 2 = 30z

0=0 VzeR

Ekvivalentnimi tpravami jsme dostali tautologii, rovnice se zméni v identitu dosazenim
libovolného realného ¢isla.

m
Piiklad 2.19. Reste rovnici a proved'te diskuzi o ekvivalenci pouzitych tprav:
91 3 _x+10
r+7 T+ T
Reseni.
3 x4+ 10
+x+7 T+ 7 (x+7) w7
2 +7)+3=2+10
r=—7 Spor s podminkou x # —7, rovnice nema feSeni.

Nasobeni jmenovatelem x + 7 neni ekvivalentni uprava. Puvodni a vznikld rovnice maji
ruzny obor pravdivosti. Kdybychom chtéli provést zkousku, x = —7 nemuzeme dosadit.
O
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Cviceni

Reste zadané rovnice a proved'te diskusi vzhledem k ekvivalenci piislusnych tprav.

1) (z+1)°=(x—3)(z+2) + 3z [nema fesent]
2) B () = e < B
3) o5 T = 2($i2) [z =—3]
9 Fi+s=0 [z =2
5) ST T r T aw [z =0vae=—3]
6) (23315)2 + (2111)2 = s [z =—7]

2.2.2 Kvadratické rovnice
Kvadratické rovnice se daji fesit pomoci vzorce pro vypocet jejich korenu. Zajimaveéjsi
(a vetsinou i rychlejsi) postup je pouziti vztahu mezi kofeny a koeficienty rovnice
(ziskanych rozkladem na soucin kofenovych ¢initelu):

az® +bx +c=a(zr — 1) (xr — 13) = azx® — a(x; + 12)T + av 172,

z ¢ehoz plyne
b= —a(ry +x2), c¢=arizsy

a specialné pro a = 1 dostavame

b=—(z1+ ), ¢=x129.

Na feSeni kvadratickych rovnic povedou mnohé tlohy v dalsich kapitoléch.

Piiklad 2.20. Reste rovnici:

(22 — 10) <x—i— %) — 0.

Reseni. Rovnice je pifimo ve tvaru soucinu korenovych ¢initelu. Odtud bezprostiedné
plyne
1
20 —10=0 V z+ = =0,

2
neboli souc¢in je roven nule, je-li alespon jeden ¢initel nulovy. Tedy
1
I = 5, To = —5
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Piiklad 2.21. Reste rovnici:
322 + 52 = 0.

Reseni. Vytkneme x a tim pfevedeme na soucin kotfenovych ¢initelu

>
3z +5)=0 = ﬂfl:O,ZCQZ—g.

O
Pi#iklad 2.22. Reste rovnici:
32% — 27 =0.
Reseni.
322 —27=10|/3
72 —9=0 (rozdil étverci)
(x—=3)(z+3)=0 = 2z;=3,29=—3
O
Piiklad 2.23. Reste rovnici:
2% + l4x + 24 = 0.
Reseni. Vyuzijeme vztahu mezi kofeny a koeficienty
14=12+2, 24=12.2.
Tedy
PP ldr+24=(z+12)(2+2) =0 = 1z =-2,19=—12.
[

Piiklad 2.24. Reste rovnici:

22+ 8x+9=0.

Reseni. Pouzijeme vzorec pro vypocet korenu kvadratické rovnice se sudym koeficientem
u !, tedy

T2 =

—4++/16—-9
=—44 .
1 :\/7

Piiklad 2.25. Reste rovnici:

(4x 4+ 5)(x —2) =10 — (3z — 5)(x — 4).
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Reseni. Zde neni jind moznost nez roznasobit, tedy

42 — 87 + bx — 10 = 10 — (32 — 122 — 5z + 20)
40 — 30 — W0 = W — 32° + 172 — 20
72* — 20z = 0

20
x(7Tx —20)=0 = xlzo,x2:7.

Piiklad 2.26. Reste rovnici:
14 2x n 27 6
r4+4 222+ Tr—4 22—1
Reseni.
2z 27 6 1
1 — 22 4+ Tr —4 = 4)(2x — 1 —4 =
M ey Rk v S 2+ 2o -1, 2 # 42 # 3
2x 27 6
1 = . 4)(2x —1
+:13+4+2:172+7a:—4 2z — 1 (z+4) Qe —1)
20° + T — 4+ 2220 — 1) + 27 =6 (v + 4)
20% + Tr — 4+ 42% — 22 + 27 = 62 + 24
62—z —1=0
Pouzijeme vzorec pro vypocet kofenu kvadratické rovnice a dostaneme
1+1+24 5 1
Tio = T+ = 21 , kde x = 5 nevyhovuje podmince x # —.
e}
Rovnice ma tedy jediné feseni
1
xr=—=.
3
O

Piiklad 2.27. ReSte rovnici:
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N

polozit
x—1

T+l

¢imz dostaneme kvadratickou rovnici v proménné ¢, tedy
t?—3t—4=0
t—4)(t+1)=0 = t=4vit=-1

Po zpétném dosazeni dostaneme

-1 D
T4 o r—1—4dz+44 = 3r=-5 = z=-2
r+1 3
z—1

=-1 = zxz—-1=-2—-1 = 2zx=0.
z+1 =

2.2.3 Rovnice s odmocninami — iracionalni rovnice

Pti teseni iraciondlnich rovnic obvykle nevystacime s ekvivalentnimi upravami — byva
nutné obé strany rovnice umocnovat, tedy provést dusledkovou upravu. Muze se stat,
ze tim ,pridame* feSeni. Je vhodné nejdrive vysettit definiéni obory vyrazu na obou
strandch rovnice, ovSem neni to nutné — po dusledkové (tedy neekvivalentni) tprave
musime zavérem vzdy provést zkousku.

Piiklad 2.28. Reste rovnici:

5-3yx 6z —11
4o —T 15—8yx

Reseni. Nejdifve zjistime, kde jsou vyrazy na obou stranich rovnice definovény. Tedy

7 15
Polozime
Vi (5=1)
a dostaneme

5—3t  6t—11
4t —7 15— 8t

(4t — 7)(15 — 8¢)

(5 —3t) (15— 8t) = (6t — 11) (4t — 7)
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A7
2417 — (45 4+ 40) t 4 75 = 2417 — (42 + 44)t + 77
—— ——
85 86
t=2(=vz) = z=4
O
Piiklad 2.29. Reste rovnici:

x+ V2 —9=21.
Reseni. Musi platit z2 > 9. Déle

2
Vi2—-9=21—zx| .

Umocnéni obou stran rovnice neni ekvivalentni dprava, nebot

?—9=021-2)° & +V22-9=21-2z!

Potom
Va2 —9=21—z |
2 —9=(21 —2)°
2 —9 =% — 42z + 441

42r =450 =

450 75
xr = —

4 T
Nyni musime udélat zkousku a tim zjistit, feSeni které ze dvou rovnic jsme nasli:

751 1 T5+T72 147
- g 9= T oV5625 = o (75 + \/5184) = DEE 2T 91 vyhovuje
LT

==

Piiklad 2.30. Reste rovnici:

Vat+6x+9=x—05.
Reseni. Musi platit 22 + 6z + 9 = (z + 3)? > 0. Déle

Va2 + 6z 4+9=2-5 |
2L+ 63 +9=25— 102 + 22

16z =16 =

r=1.
Zkouska:

V1+6+9=1-5<%< V16 = —4 nevyhovuje; z = 1 neni feSeni = rovnice nema reseni

]
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Piiklad 2.31. Reste rovnici:

vVi2+6x+9=5—z.

Reseni.
Vo +6r+9=5-x |
A 460 +9=25— 10z + 2~
16x =16 = x=1.
Zkouska:

V1I+464+49=5—-1< +V16=4 vyhovuje;, z=1 je reSeni

Piiklad 2.32. ReSte rovnici:
V3r —3—+vr -V —-3=0.

Reseni. Musf platit
z>1 ANze>0ANx>3 =zx>3.

V3 — :\/5+\/x—3|2
3r—3=zx+2\/zx(x—3)+2—3

v=2y/oa=3) |

2> =4x(x—-3) x=0 V ax=4r—12 2z =0 nevyhovuje podmince z > 3

r=4r—-12 & 3xr=12 & zx=4

Zkouska:
VI2=3—-V4—/4—-3=3-2-1=0 z=4 je FeSeni.

Piiklad 2.33. ReSte rovnici:

\/34—55—4@—\/5:0.

Reseni. Musi platit
x>0, <1, 3+2>4vV1—=x.

Posledni podminku provéiime pozdéji dosazenim. Déle

V3tr—a/T—z=yz|
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3+x—-4vV1l—xz ==z
3=4vi—z|
7 7
9=16(1-2) = =z 6 166(0,)
Dosadime do ttfeti podminky:
7 7 48 + 7 16 — 7 55 3 12
— >4 /1 - — > — > - =— plat
ST 6 7 16 “V 16 Y -1 16 P
Zkouska:
48 + 7 16 — 7 7
——4,/1 ——,/ — 4y = = =
\/3+ 16 \/ 16 16
3 7 55 — 48 7
— 42— =4/ —/ ==
4 16 16 16 0
= x—l je FeSeni
16 '
O
Cviceni
Reste zadané rovnice.
1) VaZ 17 =22 +2 [z =3]
9) V3ltz—22=5—1 [z = —3]
3) 220 —6=+6zx —22—5 [z =1(15+2V5)]
4) v = [z = 1]
B) V2— a4 ey =2 v =1]
6) Vi+9+x =2 [z € 0]

2.2.4 Rovnice s absolutni hodnotou
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Pti feseni téchto rovnic pouzivame predpis pro definici absolutni hodnoty

r x>0
2| =
—x <0

a realnou osu rozdélime na intervaly, ve kterych zadny vyraz uvniti absolutni hodnoty
nemeéni znaménko.

Piiklad 2.34. ReSte rovnici:
|lr — 2| + | + 2| =2z + 2.
Reseni.

rT—2 x>2 T+ 2 x> —2
|z — 2| = |z + 2| =
2—1r x <2 —r—2 < -2

Dostédvame tii intervaly (—oo, —2), (—2,2), (2, 00).
1) 2>2: z—-242x+2=2x+2 < 0=2 nemd feSeni
2) 2<x<2:2—zx+2+2=224+2 & 2r=2 & z=1 1€ (-2,2) vyhovuje
3) 1< —2: —z42—z-2=22+2 & 4da=-2 & x=—3 nevyhovujez < —2

Resenf je z = 1.

O
Pi#iklad 2.35. Reste rovnici:
|z — 3| +3]x—1] =2z + 1.
Reseni. Podobné jako v predchozim piikladé provedeme rozdéleni na intervaly.
1) 2>3: 2-343z—-3=22+1 & 20=7 & v=1
2) 1<z<3: 3—z+3x—-3=2rx+1 < 0=1 nema feSeni
3y x<l:3-—z—-3x+3=22+1 & 6r=5& v=2
Reéem’jex:%\/m: %.
- O

Piiklad 2.36. Reste rovnici:
lz—3|=1—=x.

Reseni. Podobné jako v predchozim piikladé provedeme rozdéleni na intervaly.
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1) x>3: z-3=1—2 < 2r=4 < x =2 nevyhovuje podmince x > 3
2) x<3: 3—x=1—2 < 3=1 nemé feseni
Rovnice nema feseni.
Jiny postup:

lz—3[=1-z |

(=3 = (1)’

7 —6r+9=1-2r+2?
qr=8 = x=1

Zkouska:
|—2| =0 nevyhovuje

Rovnice nemé reSeni.

Piiklad 2.37. Reste rovnici:
% 1 32| —4 =0,

Reseni. Upravime rovnici jako
|2 +3z|—4=0 & |z(z+3)|-4=0 & |z[lz+3]-4=0.
Podobné jako v predchozim piikladé provedeme rozdéleni na intervaly.

Ha>0: z2(x+3)—4=0<x 224+32—-4=0< (24+4)(z—1)=0

r=1 V x=—-4, x = —4 nevyhovuje podmince z > 0

2) 3<x<0: —z(x+3)=4 & 2°+3r+4=0  nema feSen{

I r<-3: z(x+3)—4=04 224+32—-4=0¢ (z+4)(z—1)=0

r=1 V x=-4, x =1 nevyhovuje podmince x < —3

Resenfjez =1V = —4.

Piiklad 2.38. ReSte rovnici:
||z] — 2| = 2z + 12.

Reseni. Miizou nastat dvé situace:
1) Pro z > 0 ma rovnice tvar: |z — 2| = 2z + 12

2) Pro x < 0 md rovnice tvar: |-z — 2| =22+ 12 < |z + 2| =22+ 12
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Tedy

rT—2 r>2
)ax>0: |z—2|=
2—x x<?2

a) t>2: x—2=2r+12 < x=—14 nevyhovuje podmince z > 2
b) 0<zr<2: 2—x=2r+12 & 3z = —10 nevyhovuje podmince 0 < z < 2
r+2 x>-2
2) 2<0: |—z—2|=lz+2|=
—r—2 <=2
a) —2<z<0: z42=22+12 & z = —10 nevyhovuje podmince —2 < x <0

b) 1 <—-2: —x-2=22+12 & 3r=-14 & z=-4

Reseni je x = —1—34.

0
Cviceni
Reste zadané rovnice s absolutni hodnotou.
1) 22 +6z| =7 [z = £1]
2) E2 =3 [z = £6]
3) |2z —=5]— |4z 4+ 7| =0 [ =—%Va2=—6]
4) 13=12—z||—2x=0 [z =1]

2.3 Nerovnice

Nerovnice feSime analogicky jako rovnice pomoci ekvivalentnich nebo dusledkovych uprav.
Pritom vyuzivame pravidla, kterd plati pro nerovnosti mezi redlnymi ¢isly:

Tranzitivita: a>bANb>c=a>c

Pripocteni (odecteni) ¢isla: a>b=a+c>b+tcANa—-c>b—c

Nasobeni (déleni) ¢islem: a>bAc>0=ac>bcA%>"
a>bAc<0=>ac<bcA%<?

Soucet (rozdil) nerovnosti: a>bANc>d=a+c>b+dNa—-d>b—c

Souéin (podil) nerovnosti: a>b>0ANc>d>0=ac>bdN2%>"

Prevracena hodnota: a>b>0=1<1

Mocniny: a>b>0ANr>0=ad >0

a>b>0NANr<0=a <b"
a>bAhec>1=c*>c

A~>SHhAD < e 1 = pa - b
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2.3.1 Ukazka reSeni jednoduchych nerovnic

Piiklad 2.39. Reste nerovnici:
(x —3)* < 2(x+2)+ 3.
Reseni.
(x—3)2<z(x+2)+3

2 br+9< L2 +3

w

6<8 = x> -

W

Piiklad 2.40. ReSte nerovnici:

20 — 1 3—2x<3 r—1
5 4 2

Reseni.

2¢c—1 3-2 —1
$5 - ’ <3 - i 5 - 20 20 > 0, znaménko nerovnosti se neméni

42z — 1) — 5(3 — 2z) < 60 — 10(z — 1)
8z —4— 15+ 10z < 60 — 10z 4 10
182 — 19 < 70 — 10z

89
28z < 89 = 1 < -2
v TS

Cviceni
Reste nerovnice.

1) 328 3> 52 4 g [

2) 22—l >24] -2 [

-
~

[e2]
3
[E—

>
3) 4xg3 < 3:p;4 _ 236:;5 [I > _8]
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2.3.2 Nerovnice v souc¢inovém nebo podilovém tvaru

Princip teseni téchto nerovnic spociva v nasledujicim:

f920& (f>20Ag2>0)V(f<0Ag<O),

gzo & (f=0Ng>0)V(f<0Ag<O).

Redlnou osu tedy rozdélime na intervaly pomoci bodu, ve kterych zkoumany vyraz
nabyva hodnotu 0, a v téchto intervalech ur¢ime jeho znaménko (muzeme dosadit nékteré
body z jednotlivych intervali).

Piiklad 2.41. ReSte nerovnici:
(x —3)(x+4) > 0.

ReSeni. Vyraz na levé strané nabyvéa hodnoty 0 pro © = 3 nebo z = —4. V téchto
hodnotach se méni jeho znaménko, pficemz nule roven neni. Redlnou osu rozdélime na
tfi intervaly a v nich vySetiime znaménko souc¢inu (muzeme dosadit postupné vybrané
vhodné hodnoty, napi —5, 0, 5).

—4
X
+ - +

)

Thatm énleo

= Refeni: z € (—o0,—4) U (3,00)

Piiklad 2.42. ReSte nerovnici:
23z —1)

<0.
r+4

Reseni. Citatel je roven nule pro z = %, jmenovatel pro x = —4. V téchto hodnotach
se méni znaménko zlomku, pficemz pro x = % je zlomek roven nule, pro x = —4 neni
definovan. Realnou osu rozdélime na tii intervaly a v nich vysetifime znaménko. Koeficient
2 v citateli nema na feSeni nerovnice vliv.

—4 1
-
3x-1 =  Regen: e (—4,%)

3
zlomel + - +

+
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Piiklad 2.43. ReSte nerovnici:

Reseni. Budeme-li postupovat tak, ze nerovnici vynasobime jmenovatelem levé strany,
musime rozlisit dva pripady:

r+5>0&< x> —5H 3
1) = wzec(-5-3)
2—r>r+5 & 2r<-3 < :p<—%

T <=3
2) nelze
2—r<zr+b & 2r>-3 & xZ—%

Reseni je z € ( >

vvvvvv

2—x
>1
r+5
2—x
—1>0 -5
x+5 20, z7
2—xr—x—5
—— >0
r+5 -
—(3+217)>0
r+5
.
2=x + + G S .
45 B A % =  Resenti: xe(—5,—§>
zlomel - + -

Piiklad 2.44. ReSte nerovnici:
T 3

<
r—2 xz+17—

Reseni. Kdybychom nésobili spoleénym jmenovatelem, museli bychom vysetfovat jeho
znaménko, tj. tesit dalsi nerovnost. Radéji vSechny vyrazy prevedeme na jednu stranu
nerovnice a poté na spoleéného jmenovatele.

T 3

<
r—2 xz+1—
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IfQ—xil—1gq 41, z#£2
z(z+1)—3x—-2)—(x—2)(x+1) <0
(x —2)(z+1) -

Citatele roznasobime a secteme. Jmenovatele neroznisobujeme - pro urceni jeho
znaménka ho potfebujeme mit ve tvaru soucinu!

At —30+6— (2 —22+2—2)

<0
(x —2)(z+ 1) -
-+ 8
<0
(x—=2)(x+1) —
—(z —8) <0
(x —2)(x+ 1)
-1 2 8 3
znaménko = Resenl: z € (—1,2)U(8,00)
+ - + -
O
Cviceni
Reste nésledujici nerovnice.
1) 251 — o > [z € (=00, —2) U (—3,1)]
2) % > i—ig [z € (—00,—9) U (=6, —3)]
3> ;Tl_ziﬂ_:p281<0 [ZL’G(—2,—1)U(1,3)]
12 X —
4) L2 > 1 [z € (=3,1)U(1,00)]

2.3.3 Nerovnice s absolutni hodnotou

Absolutni hodnota redlného ¢isla |z| je vzdalenost bodu x od pocatku:

r x>0
x| = - & rf=Va?
—x =<0 -
lztj]=a < z=aV z=-a (a>0!) muzeme napsat x = +a

lz] <a & —a<z<a nemuzeme napsat z < +a!
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|z] >a & z<-aV zr>a
Analogicky

|t —20|<a & —a<zr—20<a & x9—a<z<u+a,

tedy |z — xo| je vzdélenost bodu z od bodu z.

Piiklad 2.45. ReSte nerovnici:
|z — 4] < 10.

Reseni.
lt—4/ <10 & —-10<zx—-4<10 & —-6<z<14

Resen je v € (—6,14).

[
Pi#iklad 2.46. Reste nerovnici:
x—3
-1 >1
o
Reseni.
Gk SN EE I Sl S D VS B B
2 2
Tedy
)52 -1<-1 & 52 <0 & 2-3<0 & <3,
2) 2 -1>16 £22>2 s 1-3>4 & 2>7.
Regeni je x € (—00,3) U (7,00).
[

Piiklad 2.47. Reste nerovnici:
|z + 3| > |x —2|.

Reseni. Redlnou osu rozdélime na tfi intervaly, ve kterych vyrazy v absolutnich hod-
notach neméni znaménko:

)z<=-3: |z+3|=—2-3, |[z—-2|=2-2
lt+3|>|r—-2 & —o—-3>2—2 & —3>2 spor

2) 3<z<2: |z+3|=x+3, |z—-2|=2—-2

z+3|>[z—2 & 24+3>2—2 & 20>-1 & > —3



58 RESENE PRIKLADY A CVICEN{

3 x>2: |zx+3|=2+3, |[z—2=x-2
lz+3| >z -2 & 2+3>2—-2 & 3> -2 plati

Celkoveé dostévame

((_3§x<2)A($>_%)>V($22) & x>—%,

tedy feSeni je x € (—%, oo).
0
Piiklad 2.48. Reste nerovnici:
|z = 2] = [a] < 22,
Reseni. Mohou nastat tii situace:
1) x<0: |z=2|=2—-2, |z|=—-x, |lz=2/—-|z||=2-z+2z|=|2=2
|z —=2|—|z|| <2z & 2<2x <& z>1 spor
2) 0<z<2: |z—-2|=2-2z I|z|==x
21—2z) 0<z<1
|z = 2] = [af] = [2 = 22| = 2|1 — 2 =
2@ —-1) 1<z<?2
a) 0<z<l: |z=2|—|z]|<2z & 2(1—2)<2z & 1l—zx<z &
@szl(:)xZ%
b) 1<z<2: |lz—2/—|z||<2z & 2z—-1)<2xr & z—-1<z &
< —1<0 plati
3 r>2: |x=2=x-2, |z|=2, |lz-2—-|z||=lr—2—2|=2
|z =2|—|z|| <22 & 2<2x & z>1 (Ax>2) plati
Reseni je z € <%,oo).
[
Cviceni
Reste nésledujici nerovnice.
1) |2+7| <7 [z € (—24,0)]

2) 3l =1+ 3z -1 <zx—1 [z € (]
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3) |jx =1 = |z + 1| < 2z [z > 0]
9 ol — o — 2| < 2 o> 1]

2.3.4 Iracionalni nerovnice
P1i feseni nerovnic s odmocninami je vhodné nejdiive vysSettit defini¢ni obory vyrazu,
které v nich vystupuji.

Piiklad 2.49. ReSte nerovnici:

VT < .

Reseni. Definiéni obor odmocniny je x > 0. Obé strany nerovnice jsou nezaporné, tedy
muzeme umocnit:

Vi<r & z<2?Az>0 & 2°2-2>0A2>0 < z(z-1)>0A2>0 < o> 1

Resent je x € (1,00).

O

Pi#iklad 2.50. Reste nerovnici:

Vo +3<0.
Reseni. Definiéni obor odmocniny je z > —3.
Ve+3<9 & 243<8lAz>-3 & 2<T8Az>-3

Resent je v € (—3,78).
O

P#iklad 2.51. Reste nerovnici:

Va2 +4 <x+42.
Reseni. Definiéni obor odmocniny je R.
\/mga:—l—Z o P2 44<+dr+4 & 0<4r < >0

Resent je z € (0,00).

O

Piiklad 2.52. Reste nerovnici:
V41
Vo —1
Reseni. Definiénf obor je z > 0 Az # 1.

Dae>1(=vi-1>0: $H>26 i+1>2/-26 /r<3 & <9

2) 0<ae<l(=Va-1<0): EE>2 & Vr+l1<2yz-26 Vi>3 &

& xr>9 spor

> 2.

Resent je z € (1,9).
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Cviceni

Reste nésledujici nerovnice.
1) V2r —8 < Vo +2 [z € (4,10)]
) VI tr-6<d-u o€ (2,2)]

3) L2 <0 [z € (1,9)]

Wl

) (+1)5 Q-1+ 2e—1)5(z+1)3>0 [1€(—00,—1)U{0,1) U (L, 00)]

2.4 Funkce

Funkce jsou zdkladnim predmétem studia v matematické analyze. Zkoumdame jejich
chovani, rychlost zmény (tedy derivaci), vySetiujeme jejich nejvétsi a nejmensi hodnoty,
obsahy ploch pod jejich grafy a podobné. Toto vSechno ovSsem provadime proto, ze pomoci
funkéni zavislosti muzeme popsat prubéh ruznych déju, které potiebujeme vySetrovat
— tedy predevsim musime umét takovou funkéni zavislost ve zkoumaném problému
vidét a pomoci funkce jej formulovat. VSimneme si tedy nejdiive nékolika takovych
jednoduchych situaci:

2.4.1 Funk¢ni predpis
Priklad 2.53. Urcete zavislost povrchu krychle na délce jeho strany.

Reseni. Délka strany krychle je proménnd velicina, tedy nezavisle proménnd z. Hledany
povrch je ziejmeé
S = f(z) = 622,

kde Dy = (0, 00) (délka strany je kladné ¢islo).
[

Priklad 2.54. Urcete zavislost objemu kvadru se ¢tvercovou podstavou a povrchem
rovnym 2 na délce strany podstavy.

Reseni. Délku strany podstavy oznaéime z. Pro objem plati
V=f(z)=2a2 v

Vysku uréime pomoci zadaného povrchu

1— 22

2=8S=2224+41v = 2uv=1—-2° =uv= 5
x
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Odtud dostaneme

kde Dy = (0,1) (objem musi byt kladny).
[

Priklad 2.55. Vyjadrete zavislost poctu aritmetickych operaci (secitdni a ndsobeni)
potiebnych k vypoctu funkéni hodnoty polynomu pii dosazeni daného ¢isla na stupni
tohoto polynomu.

Reseni.
2
P,(w0) = ag + a12o + agwy + - - + anxy

a1xy jeden soucin

ApXy = Gp - To-To-...-Tg = 1+ (n—1)=n soucinu
—_——

nx

celkem 1 + 2 + .-+ 4+ n soucinu

ag + a1z + ang + -+ a,xi nsouctu

Celkem tedy
1 1 . . 7 e
fn)=1+2+3+---+n)+n= §n(n +1)+n= én(n +3) aritmetickych operaci

[]

Cviceni
V tomto cviceni nejsou uvedeny vysledky — ty by byly navodem k vypoctim a ilohy by

ztratily puvodni smysl.

1) Mezi Fahrenheitovou (F) a Celsiovou (C) stupnici na méfeni teploty je linedrni
vztah, takze teplotu ve stupnich F lze vypocitat z teploty uréené ve stupnich C
pomoci linedrni rovnice.

a) Najdéte tento vztah, jestlize teploté 0 °C odpovidd 32 °F a teploté 100 °C
odpovida 212 °F.

b) Kolika stupnum F odpovida 30 °C?

¢) Nameéreno bylo 100 °F. Kolik je to ve stupnich C?

d) Najdéte vztah pro vypocet teploty ve stupnich C, jestlize zndte teplotu ve
stupnich F.
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2)

7)

e) Na pozorovaci stanici v Antarktidé teplota v prubéhu 24 hodin kolisala mezi
—49 °C a 14 °F. Urcete toto rozmezi kolisani ve stupnich C.

Tlak p pod vodou podle zkusenosti potapécu zavisi na hloubce v metrech, ve které je
potapéc, linedrné podle zavislosti p = kd + 1, kde k je néjaka konstanta. Na hladiné
(d = 0 m) je tlak 1 atm, tlak v hloubce 100 m je ptiblizné 10,94 atm. Urcete tlak
v hloubce 50 m pod hladinou.

Vodni nadrz se v fijnu a listopadu vypousti. V prubéhu celého fijna pii rovnomérném
ubyvani vody bylo 11. f{jna v nadrzi 200 milionu litra vody, 20. f{jna 164 milionu
litra. Vypocitejte

a) kolik vody bylo v nadrzi 7. fijna,

b) kolik vody bylo v nadrzi 17. fijna.
V prubéhu celého listopadu voda ubyvala rovnomérné mirou 2 miliony litru za den.
Zmazornéte mnozstvi vody v nadrzi od zacatku tijna a vypocitejte

a) kolik vody bylo v nadrzi 17. listopadu,

b) kolik vody bylo v nadrzi 30. listopadu.

Vyrobek se prodéava za cenu 100 K¢ za kus. Vyrobni néklady se sklddaji z pevné
slozky 800 K¢ a z nakladu na materidl 60 K¢ za kus.

a
b
¢
d

Najdéte funkci R(x) popisujici piijem z prodeje v zavislosti na poc¢tu kusu z.
Najdéte funkci C'(x) popisujici vyrobni naklady v zavislosti na po¢tu kusu x.

Kolik vyrobku je tfeba prodat, aby pfijem vyrovnal naklady?

~—_— — ~—

Najdéte funkci P(x), kterd popisuje zisk z prodeje v zdvislosti na poctu kusu
x.

e) Jaky je zisk pfi prodeji 10, 20, 30 kusu vyrobku?
Clenstvi v soukromém tenisovém klubu stoji 3 000 K¢ roéné a poplatek za kazdou
hodinu hry je 50 Ké. Ve druhém tenisovém klubu je ro¢ni poplatek 1 500 korun a za
hodinu hry se plati 60K¢. Jestlize uvazuje tenisovy hra¢ jen o finanéni vyhodnosti,

podle ¢eho se rozhodne pii vybéru jednoho z klubu? Proved'te analyzu tlohy a
znazornéte graficky:.

Pujcovna automobilu uctuje zdkladni poplatek 420 K¢ a pak 4,50 Ké za kazdy
kilometr jizdy. Jind agentura mé zakladni poplatek 540 K¢ a za kilometr jizdy
pozaduje 3,50 Ké. Kterou agenturu si zdkaznik vybere?

Predpokladejme, ze automobil mé spotiebu 6,4 1 benzinu na 100 km.

a) Jaké je spotteba na 250 km? Na x km?

b) Kolik km ujede auto na 1 litr, resp. na z litra benzinu?
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8)

10)

11)

12)

13)

14)

Auto mé spotiebu 5,5 1/100 km; jiné auto najede na 1 1 benzinu téhoz druhu 18 km.
Jestlize vezmeme v tvahu pouze spotiebu benzinu, jizda kterym autem je drazsi?
Zmazornéte grafy spotfeby pro obé auta.

Z obdélniku ABCD se stranami AB = 2, BC' = 1 je vynechany obdélnik FFGH
se stranami EF = 1, FG = 0,5 (viz Obr. 2.1). Piimka rovnobézna se stranou BC
protina stranu AB v bodé M. Vyjadiete obsah sedé ¢ésti jako funkci délky tsecky
AM, p(AM) = x. Nakreslete graf této funkce.

Obr. 2.1

Je déna koule o poloméru r. Vyjadrete

a) objem V rota¢niho valce vepsaného do této koule jako funkei vysky v,
b) plast S rotaéniho kuzele vepsaného do této koule jako funkei jeho strany s,

¢) objem V rotacniho kuzele opsaného této kouli jako funkci jeho vysky v.
Najdéte definiéni obory a obory hodnot téchto funkei a nakreslete jejich grafy.

Danym bodem A = [a, b] v prvnim kvadrantu vedeme piimku p tak, aby protla obé
kladné poloosy. Jeji prusecik s osou x oznacme X, prusecik s osou y oznacme Y .
Vyjadrete obsah trojuhelniku OXY', kde O je pocatek souradnic, jako funkci prvni
soutadnice bodu X a urcete jeji definicni obor.

Je ddna kruznice 2% + y* = a*® a na nf bod A = [a,?]. Sestrojime pifmku p rov-
nobéznou s tecnou ke kruznici v bodé A. Pruseciky piimky p a dané kruZnice
oznac¢me B a C. Vyjadiete obvod O trojtihelniku ABC' jako funkci vzdalenosti
x primky p od pocatku soutadné soustavy a urcete jeji defini¢ni obor.

Prufez tunelu ma tvar obdélniku s prilehlym pulkruhem, pfi¢emz obvod tohoto
prutezu je 20 m. Vyjadiete plosny obsah S prutezu tunelu jako funkci polomeéru r
pulkruhu a uréete jeji definiéni obor.

Rovinny obrazec je slozen z obdélniku o podstavé délky x, na kterém je umistén
rovnostranny trojuhelnik se stranou délky x, pficemz obvod obrazce je roven 10.
Vyjadrete
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15)

16)

17)

18)

19)

20)

a) plosny obsah S obrazce jako funkci délky jeho podstavy a urcete definiéni obor
této funkce,

b) objem télesa, které vznikne rotaci kolem jeho svislé osy symetrie jako funkci
délky podstavy obrazce a urcete definiéni obor této funkce.

Usecku délky 10 rozdélime na dvé casti ve vzdélenosti = od jednoho jejiho konce,
pricemz

a) z jedné ¢asti vyrobime rovnostranny trojihelnik a z druhé kruznici,
b) z jedné ¢asti vyrobime ¢tverec a z druhé kruznici,

¢) z jedné ¢&sti vyrobime rovnostranny trojuhelnik a z druhé ¢tverec.

Vyjadrete soucet plosnych obsahu takto vzniklych obrazcu jako funkci délky x a
urcete jeji definicni obor. Pozn.: Uvazujte i moznost, ze vubec nerozdélujeme.

Hustym lesem vede piima cesta. Jizné od cesty se ve vzdélenosti 3 km nachdazi
héjovna. U cesty stoji 5 km od bodu P nejblize k hajovné hospoda, do které hajny
rad chodi. Lesem muze jit rychlosti 3 km/h a po cesté rychlosti 5 km/h. Vyjadrete
dobu, za kterou se hajny muze dostat pésky z hdjovny do hospody, jako funkci
vzdalenosti & mista, kde by mél vyjit z lesa na cestu, od bodu na cesté nejblize
h&jovneé.

Meésto Bory (B) lezi 10 km vychodné od mésta Akaty (A) a meésto Cedry (C) lezi
3 km jizné od Boru. Z A do C se ma postavit dopravni spojeni a to tak, ze se
vyuzije probihajici stavba délnice z A do B a z ni se vybuduje odbocka obyc¢ejnou
silnici v néjakém misté P na trase AB. Piispévek na ndklady na stavbu dalnice je 4
miliony K¢ na 1 km, zatimco cena stavby silnice je 5 milionu K¢ na 1 km. Vyjadiete
naklady na stavbu silnice jako funkeci vzdélenosti = mezi P a B (véetné def. oboru).

Muz v lodce (v bodé A) je vzdéleny 9,5 km od bodu B na pobrezi. Chce se dostat
do mista C' na pobtezi, které je od né¢j vzdalené 16 km. Umi veslovat rychlosti 3,2
km/h a jit rychlosti 6,4 km/h. Vyjadrete cas, za ktery se dostane do bodu C' jako
funkci vzdalenosti bodu, ve kterém se vylodi na biehu, od cile.

Dva kanély, kterymi se splavuji klady, jsou na sebe kolmé a maji sitku 4 m a 6 m.
Vyjadrete délku [ klady, ktera se pti pohybu z jednoho kanalu do druhého dotyka
obou stén kandlu, jako funkci hlu ¢, ktery svird s jednou stranou (viz Obr. 2.2).

Oteviena krabice vznikla z obdélnikového kartonu 60 x 28 cm tak, ze se v rozich
vyfizly Ctverce o strané x a vzniklé obdélniky po stranach se ohnuly nahoru.
Vyjadrete objem této krabice v zavislosti na délce strany vytiznutého ctverce.
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b

=

Obr. 2.2

2.4.2 Zakladni vlastnosti, rovnost funkci, ztzeni funkce

Kazd4 kiivka v roving, jako mnozina bodu [z,y], kterd je podmnozinou R?, je relace z R
do R. Takova relace je (ve smyslu definice v IDA) funkei, jestlize kazdému = odpovida
nejvys jedno y — tedy v tom piipadé, jestlize kazda svisla pfimka protind tuto krivku
nejvys v jednom bodé. Pomoci této vlastnosti vytesime nésledujici ptiklad.

Piiklad 2.56. V nésledujicim obrdzku (Obr. 2.3) jsou nakresleny kiivky. Ve kterém
pripadé se muze jednat o graf néjaké funkce a ve kterém ne?

at =] . l

o} e

oy
g

Obr. 2.3

Reseni. Grafy funkci mohou byt pouze kiivky v obrézcich b) a c).
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Velmi dilezity je pojem rovnosti funkei — zde ndm muze velmi dobfe pomoci pojeti pojmu
funkce v IDA: rovnost funkei jako rovnost piislusnych podmnozin R?, tedy identické grafy
funkci. To znamena, ze nestaci zkoumat, zda jsou stejné prirazovaci predpisy, ale musi byt
stejné i definiéni obory (stejné obory hodnot pak vyjdou automaticky).

Priklad 2.57. Zjistéte, které z nésledujicich funkei f, g (s prirozenym definiénim obo-
rem) se sobé rovnaji:

2

a) flz)=2—1,g(z) = T,

b) f() = /2 9lw) = L

Reseni. Postupné dostaneme:

r—1 x# -1
a) f(x)=x—1 Ve eR, gx)= = Dy #Dy, = f#g,
nedef. z = -1

Dy: =>02<—-1Vae>0 Dj=(-o00,—1)U(0,00)

b) x+1 :>Df§£Dg
D,: 2>0ANz>-1<2>0; D,=(0,00)
= [#g

]

Priiklad 2.58. Najdéte zizeni funkci z predchoziho ptikladu tak, aby se takto vzniklé
funkce sobé rovnaly.

Reseni. Postupné dostaneme:
a) flu =g|ym plati pro M =R — {~1} = (—o00, —1) U (=1, 00),

b) flm = g|m plati pro M = (0, c0).

Cviceni

1) Najdéte alespon jednu funkci s definiénim oborem D a oborem hodnot H tak, aby

platilo:
3 <0 3 ze€Q
a) D=Ra H = {3,5}, flz) = , flz) = ,
5 x>0 5 2¢Q
b) D =N a H je mnozina vsech kladnych celych éisel, [f(z) =2n—1, n € N|
c) D=R\{1,-2,3} a H je libovolny. [f(z) =L+ S+ 45, Hp= R]
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2) Zjistéte, které z nasledujicich funkei f, g, resp. h (s prirozenym defini¢nim oborem)
se sobé rovnaji:

a) flz)=1, g(2)=% f =9l
b) f(z) =Inz? g(z) =2z [f # 4]
) fz) ==z, g(x)=Va% k(@)= (V) [f#9, [#h, g#h]

3) Najdéte zizeni funkei z predchoziho cviceni tak, aby se takto vzniklé funkce sobé rov-
Haly- [b) f ’M =g |M pro M = (07 OO), C) f ‘M =g ’M = h‘M pro M= <O7OO)]

4) Necht funkce f je definované predpisem f(z) = % — 1. Ovérte, zda plati

a) f(z)+ f(-2) = [plati pro z # 0]
b) f(2x) = 3 (f(x) - ) [plati Vz € R]
c) (1 —x) = ﬁ [plati pro z # 0]
d) — = f(z) + [plati pro x # —1]
e) f(x = f(3)+1 [plati Vo € R]

Maji-li funkce stejny defini¢ni predpis a lisi se pouze v definicnim oboru, najdéte
mnoziny, na kterych se sobé rovnaji.

2.4.3 Defini¢ni obor funkce

Pti hledéni defini¢nich oboru funkci uzijeme metod Teseni rovnic a nerovnic — to jsme
jiz procvicili v predchozich kapitolach. Také potiebujeme znéat definiéni obory zakladnich
elementarnich funkei — odmocnin, logaritmu, exponencidlnich a logaritmickych funkei —
k tomu ndm slouzi piislusnd ¢ést v prehledu zékladnich pojmu (kapitola 1).

Priklad 2.59. Urcete defini¢ni obor funkce dané predpisem

1 — 22

v= In(22 —1)

Reseni. Postupné dostaneme:

Dp: 22-1>0 & |z|>1 22-1>0& 1-22<0

_ 2
D, fEE5>0 GBS >0A1-22<0 = (e —1) <0

In(z?-1)<0 & 0<2’—1<1 & 1<2><2 & 1<|z] <V2
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Df = (_\/57 _1) U (17 \/5)

O
Priiklad 2.60. Urcete defini¢ni obor funkce dané predpisem
y=1In (2COSI — \/5) .
Reseni. Postupné dostaneme:
Dy, 2(:os:L’—\/§>0<:>cos.x>\/7g cosxz@@xzi%%—ﬂm
cosz > & ve(—2,5)+2%nr  Dy=(-%,7)+2%kn
0
Cviceni
Najdéte (ptirozené) definiéni obory nésledujicich funkei f, je-li f(x) rovno:
a) Bt [Dy =R —{-1,1}]
b) =i Dy =R —{-2,-1}]
c) va? —4 [Df = (—00,—2) U (2, 00)]
d) /(3z — 2)? [Dy = R]
¢) 7= [Dy = (3,00)]
- Dy = (~5,5)
g) \/ i [Dy = (=00, =1) U (1, 00)]
h) /2= )@ +3) Dy = (~3,2)]
) = Dy =R — {0}
) = Dy = (~50,0)
K) =2 D =R —{1}]
) |/ Dy = (2,2)]
m) /=4 Dy = (—00,~2) U (2,00)]
n) (2?42 —6)"? (D = (—00,—3) U (2,00)]
0) ——1— Dy =R —{0,1}]
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p) In(vz—3-2) Dy = (7,00)]
r) In(e" —e ™) [Dy = (0,00)]
) In (Z2) Dy = (~50,2) U (3,00)]
t) tg (v2z) Dy =-{4-m(k+1)} ke
u) Vsinz 4 9 — 22 [D; = (0,3)]
v) In(2cosz — V/3) Dy = (—%,%) + 2km, k € Z]
x) sin [In (757)] [Ds = (=5,00)]
V) Ve Dy = ((0,7) 4 2kn, k € Z,k > 0) U ((—,0) + 2km, k € Z, k < 0)]
2) /e [D; =R — {74+2kn, k € Z, k > 0}]

2.4.4 Operace s funkcemi (transformace grafii)

Priklad 2.61. Pomoci grafu funkce y = 2x nakreslete grafy funkei
a) f(z) =12z|, Db)gx)=2(x+2), c)h(x)=2x-5 d) k(z)=2(x—-3)+1

Reseni. Vysledné grafy vzniknou posunutim piivodniho grafu, jak je naznaceno (Sipkami)
v obrézcich (viz Obr. 2.4).

]
4 e ‘ j_z-x/ ’ y=2xf
[] i / ) /
vo2s 1,/ 7
’ y=2-x y=2-(x+2) / // / , //
1 i/ 3 s
/ 2 -1,! 12 PR
A IRVARY I L/
/- //_2 y
/ y /.
/- S
/ // 6 X 5
’ / yE2-(x—3) + 1
/ . ; ) _S
a) b) ¢) Q

Obr. 2.4
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Priklad 2.62. Pomoci grafu funkce f(r) = x? nakreslete grafy funkci
a) f(x) = (x —2)*+3, b)glx)=2"+2z, c)h(z)= Hx + 1\2 — 3| .

Reseni. Funkce upravime: g(z) = 2® + 2z = (z +1)> =1, h(z) = |(z + 1)? — 3|

Grafy opét vzniknou posunutim puvodniho grafu. V piipadé absolutni hodnoty
preklopenim ¢éasti grafu, ktera je pod osou z, do kladnych hodnot (viz Obr. 2.5).

L]
I y=(x 2)) 3
? 3 Vo2 / s\
) |I/ = /
/ \ : / .
/ \ / y=x
/ \ / \ ‘ !
/ v / v N /
7 \ // \
\\ P \ 2
3 ; : \ 7
1 2 x \ Y /
) . 1 \ //
y=(x—1) 1 2 R 0 1 2 i
b) c)
Obr. 2.5

Priklad 2.63. Nakreslete graf funkce

f(z) = 2% — 62+ 11.
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Reseni. Funkci upravime:

f@)=a?—6r+11=22—6r+9+2=(z—3)°+2,

tedy grafem je parabola

—2—$ ) Df:R,

kterd je oteviend nahoru. Vrchol V = |
r =3, f(3) =2, fuin = 2. Jelikoz f(0
graf neproting (viz Obr. 2.6).

(
3, ] = (2,00) = funkce mad minimum v bodé
) = 11, tak prusecik s osou y je bod [0,11], osu x

]
Piiklad 2.64. Pomoci grafu funkce f(z) = % nakreslete grafy funkei
Vo) =1+, b)hr) =~ O k()= - 1
a) g(x) = - x) = — c) k(x) = — 1.
g x’ x—1 r—1
Reseni. Postupné dostaneme:
g(z): y—1=21 vrchol posunut do bodu [0, 1],
h(z) : y = —ﬁ, vrchol posunut do bodu [1,0], graf preklopen podle vodorovné
asymptoty,
k(z): y+ 1= -1, vrchol posunut do bodu [1,—1] (viz Obr. 2.7).
]

Priklad 2.65. Nakreslete graf funkce

Reseni. Funkci upravime:
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20+5 20 —2+47 7
pu— pu— :2
/(@) x—1 x—1 +:15—17
grafem je tedy hyperbola
7
_9—
Y r_1

kterd ma vrchol V' = [1,2] a asymptoty x = 1, y = 2. Déle Dy = (—o00,1) U (1, 00),

Hy = (—00,2) U(2,00), f(0) = =5, f(z) = 0 pro x = —2 = hyperbola prochdz{ body

[0,—5] a [—2,0] (viz Obr. 2.8).
O

Obr. 2.8

Priklad 2.66. Znazornéte graficky teseni rovnic s absolutni hodnotou
a) l[t—=3|=1—xz, b) 20 —-5|—[4z+7=0, c)[3—]2—=z|—2z=0.
Reseni. Resenfm rovnic tvaru f(z) = g(z) jsou 2-ové soufadnice prisecikii grafi téchto

funkei (viz Obr. 2.9).
[l

Priklad 2.67. Znazornéte graficky feSeni nerovnic s absolutni hodnotou
a) [t +3|>Jx—2[, b)3lz—14+3x—1<z—1, <) ||z —2]—|z| <2z.

Reseni. Resenfm nerovnic tvaru f(z) < g(z) jsou z-ové soutadnice bodi grafu funkce g,
které lezi nad grafem funkce f (viz Obr. 2.10).
[
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-4 =05 g 2
X
pe+ 35 |x-2|

Obr. 2.9
Ipe—1+[3x—1 44
b—1+3x—1| — ,
1 \ i
\ /2pe—1
X 3y /
i \ /
\ /
5 /
2_
lle —2[ x|
/l_
4—6-x
-1 0 1 2 3 1
=1
3p—1+Pr—1]£x-1 2 [ e-2]- | ¢ 2
( 1 e JP-1 0 0gxg2
2 3 [ =21 { 2 x<0vx>2

3|x—1|—|3.\'—1|=‘i 2
‘|ﬁx—4| x <§vx =1

Obr. 2.10
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Cviceni

1) Zname-li graf funkce f (viz Obr. 2.11), jak sestrojime graf funkce g, pro kterou plati
(¢, a € R):

Obr. 2.11

Nejprve vysvétlete obecné, poté demonstrujte na grafu funkce f v obrazku (feseni
viz Obr. 2.12-2.15).

2) Pomoci znamych grafu funkei

xT

a)y=lz], b)y=2% c)y=sinz, d)y=Ilnz, e)y=e
sestrojte grafy funkei (feseni viz Obr. 2.16-2.20):

a) y=—lz[, y=1+]z, y=lz[-2, y=lz+1], y=|r—-2|,
y=|lr+1] -2, y=2||

b) y = 422, y:ixQ, y=—a%, y=-22° y=a>+2, y=2a>-1,
y = (r+2)% y:(x—1)2,y:%(m—1)2, y=2(x+2)?% y=2a>+4r+2,
y = 4% + 8x + 12

¢) y=|sinz|, y=—sinz, y=2sinz, y=sin(z+3), y=2sin§

d) y=In(2-2), y=Ia? y=3mIn2z, y=Inl

T T 1

e)y=e’ y=—¢e", y=—e" y=1+e", y=e"

NI

_ 1
) y_l_oe
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Obr. 2.12

Obr. 2.13
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Obr. 2.14

Obr. 2.15
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: 2 3 1
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2 1 0 1 5 1 ] 5 1 [x]-2
kS k4
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x+1 ¥
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I 48 y 1 2 2|x|
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X
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Obr. 2.16
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Obr. 2.17
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1 S 1 |sin x| 1
y /W\ m
-1 R i3 ! 3 L T 3 3 -2 - J g
-sin x
-1 1 -1
29 2sin x 5
i ; i 2sin 3
/N\
A i 2 Ei ] A DJ TR z -2 e 3
-1 A sin (x+3) 1
24 a2
Obr. 2.18
21 i
5_
nx 1
1 ] \
. o]
| 3 2 ! 2 ]
0 U ]
In (2-x) o 3In2x
-1 -14 i
¥ ¥ L3
-2 el 21
“F= - ] 1 E
; - 1
2
/] Inx 1
” 21 0 2 3
2 1 2y ]
1 1 ®
0 3
R ]
3
o

Obr. 2.19
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=k



80 RESENE PRIKLADY A CVICEN{

2.4.5 Exponencialni a logaritmické funkce

V tomto odstavci budeme hlavné pocitat — musime si zopakovat, jak jsou tyto funkce
definovény a co pro né plati. Zadané vyrazy vzdy vhodné upravime (iprava opét k nécemu
smétuje!) a vyuzijeme toho, Ze exponencidlni i logaritmické funkce jsou prosté, tedy

a* =a" & 11 =19, log, 1 =log, xs & 1 = x9.

Priklad 2.68. Urcete, pro ktera x plati:

T 3 3—x
27\ 3 64 (8\*T (125 e odw B
o (Z) <3 w8 ()7 ()7 e s meo

Reseni. Postupné vytesime:

a)
(2o (-t () )
8 2 23 2 2 2 3
3 3—z 2 3 3\ 377
507 607 Q) -
25 5 512 5) 5) 8

8 242 g\ ~36-2) 3

S Br—1)(z—-1)=3 (Ax#1) &32° - 142+ 8 =0

TEVA9-24 T+£5
3 3

T12 =

2
x 3 X

3T 43T _90=0 < 32-3°+3".37"-90=0 & |t:=3"] <
1
& Ot+8l-——90=0 & 2 —10t+9=0 (At#0) < (t—1D({t—-9)=0

t=1: 3=1=z2=0, t=9: 3F=9=2>2r=2 = 2=0V =2

Priklad 2.69. Urcete, pro kterd x plati:
a) —1<loggx <2, b) log,(2z —3) < 3.

Reseni. Vyuzijeme definici logaritmu (je inverzni k exponencidlni funkci) a defini¢ntho
oboru logaritmické funkce:
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1 1
—1<loggz <2 & (3 '<z<F Az>0) & <9 e xe<§,9>

b)

logy(22 —3) <3 & (22-3<2°=8A22-3>0) & (22<5 A 2z>3) &

o re 3 5
x J—
272

O]
Piiklad 2.70. Reste rovnice:

a) 2In(z —2) =In(14 — x), b) log(x + 1) +log(z — 1) = logx + log(z + 2).

Reseni. Nejdifve vzdy najdeme definiéni obory jednotlivych vyrazi, potom upravime
pomoci pravidel pro poc¢itani s logaritmy:

a) t—2>0 A 1d4d—2>0 = z€(2,14);
2In(r —2) =In(l4—2) & In(z -2 =In(l4-1) &
& (re(2,14) A2 —dz+4=14—2)
P —drd+d=14—2 & 2*-32-10=0 & (z—-5)(2+2)=0 &
S r=5ve=-2 5e(2,14), —2¢(214) = z=5

b) z>—-1ANz>1Ax>0A A >-2 & x> 1;

log(z + 1) + log(x — 1) = logz + log(z + 2) < log((z+ 1)(x — 1)) = log (z(xz + 2))

1
sSr>1ANP—-1=24+2r & 2>1 AN -1=20 & 2=—— Ax>1

= nema feSeni

Cviceni
1) Zjistéte, pro kterd x plati:
a) 23x+1 =4

b () ()" -

—
S
I

[SSIE

| IS

5
2

—_
-



82

RESENE PRIKLADY A CVICEN{

) 5*+1—3-5% = —49
d) 20623 = 16 /2
€) 9°42-3"—=3=0
f) 3221 4 3202 _

2) Reste logaritmické rovnice:

3% 4 = 315

a) log(4dx +6) —log(2z — 1) =1
b) 2log(z +5) = log2x + 1

¢) In(x — ) +In(x +3) =1n6
d) logz — logac =2

2.4.6 Goniometrické funkce

[z =2]
=7 Vz=—1]
[z = 0]
[z =3
[z =1]
[z = 5]
[z =3

[ =1000 V2 = ]

—_

Opét budeme hlavné pocitat — musime si zopakovat defini¢ni vztahy, hodnoty funkci
pro zékladni hodnoty proménné (pozor: hodnoty jsou redlnd c¢isla, ne stupné! z° =

= X -

755)» Vlastnosti (defini¢ni obor, periodi¢nost) a vztahy, které plati pro nasobky

hodnot a prevodni vztahy mezi jednotlivymi funkcemi — najdeme v tabulkach v 1. ¢asti

tohoto textu.

Priklad 2.71. Urcete

i (22). e

Reseni. Postupné dostaneme:

a)

sin —§ = —sin ? = —sin — =
67T = 67T = T 67r

49
cotg (—Eﬂ') = cotg (

49 )
——T7 .

48 1 1 1
—Eﬂ' — 67‘(‘) = cotg (—éw) = —cotg (yr) = ﬁ

Priklad 2.72. Urcete, pro ktera x € R plati

sinx > 0Acosx < 0.
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Reseni. Postupné dostaneme:

3
sinz > 0Acosz <0< x € (0,m)+2knAx € <g, g) +2kr & x € (E,ﬂ'> + 2k, ke Z

O
Priklad 2.73. Pro z € (m,2) plati

sing = —

w

Urcete cosz, tgx, cotg x.

Reseni. Pro z € (7r, 37”) je cosx < 0 a dale

63 1
cosr=1—sinr=1— — = —,

64 64
tedy
1 sinx 1 1
= —= tgx = = V63 tgr = — = —.
cos T , gx p— V63, cotgx ez Vo3
O
Priklad 2.74. Najdéte vSsechna x € R, pro ktera plati:

a) sin|z| =1,

Reseni. Postupné dostaneme:

a) Viz Obr. 2.21.

b) |sinz| = 1.

sinfz] =1 & \:c]:g—i-%ﬂ & x:g+2k7r, keZt NV o=—242%n kel

VARV VARV

Obr. 2.21

b) Viz Obr. 2.22.

3
|sinz| =1 < sinx =41 & (ng\/$:§7r)~l—2k7r & $:z+k7r, kel
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T

Im im 4
x »y=[sin(x)|

Obr. 2.22

Priklad 2.75. Zjednoduste néasledujici vyrazy:

4

cos 2% b sin® x — cos*

a)

cosx —sinz’ cotgr —tgx

Reseni. Vyuzijeme vztahy, které plati pro goniometrické funkce; nesmime zapomenout
na body defini¢cniho oboru vysledku, které nepadnou do definicniho oboru zadané funkce
(body, ve kterych neni definovan vysledek ani zadany vyraz, nemusime vypisovat).

a)

cos 21 cos?r —sin’xr  (co mz) - (cosz + sinx)
cosSx —sinzx CosSx — sinx C mx

T
=cosz +sinx A cosx #sinx < cosx +sinz A x;«é§+k37r, kelZ

b)
sin'z —cos*x  (sin’?x — cos? x)(sin® x + cos?z)  sin’z — cos’x ,
= . = P = —smz cosT A
cotgr —tgx CosT __ ST cos? x—sin”
sinx CosS T sinxz coszx
T T
A (33'75 §—|—k7r/\x7ék7r/\tgx7écotga:) & —sinx cosx /\xsékz,k S/
[
Cviceni
1) Urcete:
a) tg () -4]



2.4 FUNKCE 85
2) Zjistéte, pro kterd x plati:
a) sinz > 0Acosx >0 [:L‘E(O,%)+2k:7r,kz€Z}
b) sinx < 0Acosz <0 [z € (3, 7) + 2k, k € Z]
3) Najdéte vsechna x € R, pro ktera plati:
a) sinx:—*/T3 [ =3m+2kn V &= 3n+2kn, k € Z]
b) cos2x = [z =km k € Z]
c) cosz = —3 [ =2n+2kn V & =37+ 2kn, k € Z]
d) cotgbr = —1 [:L‘:%—i—k%, k’EZ}
e) tgr =¥ [ =% +kn, k € Z]
4) Upravte nésledujici vyrazy (tak, aby vysel uvedeny vysledek):
a) cotgx + 2RI == A w# 7+ 2km, k€ Z]
b) 2 e
c) (iziff [1+sin2z A v #Z+knk€Z
d)% [cotgw cotgy A (z £ 5+ knAy#F+knANy#x+kn, keZ)]

2.4.7 Zakladni vlastnosti funkci (funkce rostouci, klesajici, sudé,

liché, periodické, ohranicené)
Priiklad 2.76. Ukazte, ze je-li funkce f rostouci, je nutné
a) funkce 2f rostouci.
b) funkce — f klesajici.
c) funkce f? rostouci.
)

d) funkce % klesajici (pro vSude nenulovou funkei f).

Reseni. Postupné ukazeme:

a) Funkce f je rostouct, plati-li Vi, 29 € Dy @ 21 < z3 = f(21) < f(x2). Nésobeni

nerovnosti konstantou je ekvivalentni uprava.

f([)’}l) < f(CL’Q) = 2 - f(xl) <2 f(.%'g) = T < To = Qf(l‘l) < 2f(l’2>

Funkce 2f je rostouci.
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flx1) < f(a2) & —f(21) > —fl22) & 11 <x9= —f(21) > —f(72)

Funkce —f je klesajici.

¢) Umocnéni na druhou a prevracend hodnota nerovnosti je ekvivalentni tiprava pouze
v pripadé nerovnosti mezi nezdpornymi velicinami. Obecné tvrzeni neplati, uvedeme
protipiiklad (viz Obr. 2.23):
. , 2 . s .
f(x) = ==z, x <0 je rostouci, f*(z) = (—\/—x) = —x, v <0 je klesajici.

d) Obecné tvrzeni neplati, uvedeme protipiiklad (viz Obr. 2.23):

r+1 >0 1 — >0
flz) = je rostouci na R, pro =< ° plati
r—1 <0 () = 2 <0
1 1 1 )
—1<1Af(-1)= —5 < f(1) = 2 tedy 7 neni na R rostouci.
4 q 2
) x—1 x=<0
A TR , 5
_ f(x) =-x 1
14
-2 -1
flx) == -x
-1
c) d)
Obr. 2.23
[

Piiklad 2.77. Ukazte, ze pro libovolnou funkeci f definovanou na intervalu (—a, a), a > 0
plati, ze

a) f(z)+ f(—x) je sudd funkce, b) f(z) — f(—=x) je lichd funkce.
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Reseni. Postupné ukazeme:

a) Oznacme g(z) := f(z)+ f(—x). Je-li g suda funkce, musi platit g(—z) = g(z), tedy

g(—a) = f(=2)+ f (~(~)) = f(~2) + f() = g(x), funkee je suds.

b) Ozna¢me h(z) := f(x) — f(—=z). Pro lichou funkci plati h(—x) = —h(z), tedy
h(—z) = f(—2)—f (—(—x)) = f(—x)—f(z) = — (f(z) — f(—x)) = —h(z), funkce je lich4.

]

Piiklad 2.78. Necht jsou funkce f a g periodické se stejnou periodou. Ukazte, Ze funkce
f + g je také periodicka.

Reseni. Jsou-li f a ¢ periodické funkee, plati Ip € R :

flx+p)=f(z), g(z+p)=g().

Odtud
(ftg)(x+p) = flx+p)+g(x+p) = flx)+g(x)=(f +9) ()

O

Piiklad 2.79. Necht funkce f je periodicka s periodou p. Je-li a # 0, jakou periodu méa
funkce f(az)?

Reseni. Oznacme g(x) := f(az). Potom

g(x) = flaz) = flax +p) = f <a <x+§>> :g<x+§> = f(ax) mé periodu g.

]

Priklad 2.80. Zjistéte, které z nasledujicich funkei jsou periodické, a najdéte jejich pe-

riodu:
2 1

a) f(z) =3, b) f(x) :sin?, c) f(z) :sing.

Reseni. Postupné ukazeme:
a)

f(z+p)=3 VpeR, funkece je periodickd s libovolnou redlnou periodou,

2 2 2
f(z) = sin ?x = |sina = sin (o + 27)| sin <§ + 27r) = sin <§(x + 37r)) =

f(x 4+ 3m) = funkce je periodické s periodou 3,
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1 1
f(x) :sin; = sin <;+27r>, flz+p) :Smm+p

1 Lo
— — = 271 = neni periodicka.

+p

= nelze najit p nezavisle na z tak, aby platilo

]

Priklad 2.81. Funkce f a g jsou ohranicené na intervalu I. Je také funkce f + g
ohranicend na I?

Reseni. Podle predpokladu plati

(Fki ko eRVy e f(I), y=flz) ki <y <k )A
ANE3h,beRVyeg(l), y=g@):h<y<b) =

= Ve(f+gU),y=+g)(x) ki +1l <y<ky+1l = f+ g jeohranicend na [

O
Cviceni
1) Necht funkce f a g jsou definovdny na stejném intervalu.
a) Jsou-li funkce f i g rostouci, je i funkce f + g rostouci? [Ano]

b) Najdéte rostouci funkei f a klesajici funkei g tak, aby funkce f+ g byla rostouci.

2) Necht f je lichd funkce, kterd je definovand pro x = 0. Jakou zde m4d funkénf
hodnotu?

3) Najdéte konstantu k tak, aby

a) f(x) = 2%+ kz + 1 byla sudai, [k =0]
b) f(z) = 2% — kx? + 2z byla lich4. [k =0
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4) Zjistéte, které z uvedenych funkef jsou sudé (resp. li

b) f(z) =z

e) flx)=2%—x

h) f(x) =

k) f(z) = 2% + sinx?
n) f(7) = s

1) f(2) = s

u) flz) = <5—

y) f(z) =In 32

Suda: a, h, j, k, I, m, n, s, u

Liché: c, e, f, i, p, 1, v, X, ¥

Ani sud4, ani licha: b, d, g, o, t, z

5) Necht jsou funkce f a g periodické se stejnou periodou. Ukazte, ze funkce f-g, f/g

jsou také periodické.

6) Zjistéte, které z nasledujicich funkei jsou periodické, a najdéte jejich periodu:

= 0R

—x)

a) f(z)=xsinz
b) f(x) =24 cosz + cos®x
c) f(z) = cosz?
d) f(z)=1+sin*(3
e) f(x) =>5cos2nmz
£) f(x) = 23+2sine
) f(z)
) [f(z)
) f(=)

—

7) Ukazte, ze plati:

a) Vsechny konstantni funkce jsou ohranicené.

[neni periodické]

[p = 2]
[neni periodické]
[p = 2]
[p=1]
[p = 27]
[p = 27]
[p = 27]
[p = 27]

b) Je-li funkce f ohrani¢end na intervalu I, je také —f ohrani¢end na tomto in-

tervalu.
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2.4.8 Funkce prosté a funkce inverzni

Podle definice je funkce f prostd, jestlize ke kazdému x z jejiho defini¢niho oboru existuje
prave jedno y tak, ze y = f(x), tedy inverzni piedpis f~! pfifazujici bodtim y z oboru
hodnot préaveé ta x, pro kterd plati y = f(z), spliiuje podminku kladenou na funkci — tedy
je to funkce, které rikame inverzni.

Jestlize chceme zjistit, je-li dana funkce prostéa, provadime diikaz sporem — predpokladame,
ze plati x1 # o a soucasné f(x1) = f(xq). Jestlize po upravé dostaneme jedinou moznost
Ty = X, znamena to, Ze funkce je prosta (dostali jsme spor s predpokladem).

Budeme-li hledat inverzni predpis, aniz se ptedem ptesvédcime, ze dand funkce je prosté,
mohou nastat dvé moznosti:

1) jediné feSeni, tedy inverzni predpis je piislusnd inverzni funkce,

2) vice moznych feseni, tedy inverzni funkce neexistuje, puvodni funkce nebyla prosta.

Priklad 2.82. Zjistéte, zda jsou nasledujici funkce prosté, a v kladném pripadé najdéte
funkci inverzni:

a) f(z) =3z, b) f(x)=2+3Vr, c) f(z)=4""% d) f(x)=log, <:C+\/:I32+1).

ResSeni. Postupné ukazeme:

a)

f(z1) = f(z2) & 321 =32y & 1 =29 = funkce je prostd

_ x B T
[t x=3y:y:§ = f 1@):5’

b)
f(x1) = f(z2) & 243y =2+3V2 & Vo1 = /Ty & 21 =23 = je prostd

1
ft: x:2+3\/§<:>\/_:§(:1:—2) pozor: Jy>0 = z—-2>0

Vi=3@=2) & y=ga-DAr=220= [0)=g @2 rr>?2

f(z1) = flag) & 45071 = 45072 & §ing) =singy, < 11 = 79 + 2k,

tedy pro ruzné hodnoty x dostavame stejnou funkéni hodnotu = funkce neni prosta
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d)
f(z1) = f(zg) & log, <x1+\/x%+1) = log, <x2—|—\/x§+1> &
S rp it l=as+\/23+1 & 11—y = x§+1—\/x§+1
1).1:1>:E2=>x1—.r2>0/\\/93§+1—\/x%+1<0 spor
2):1:1<w2=>x1—a:2<0/\\/x§+1—\/x%+1>0 spor
3) ry =22 = x1—$2:\/x§+1—\/x%+1:0 plati = funkce je prosta
2
ft: q;:logQ(y+\/y2+1><:>2x:y—0—\/y2—|—1<:>2’”—y:\/y2+1 &
&2 —2.2 yt+yf =y +1 & 2y =271 ;sf*l(x)——zzx_l
Yy - Y= T ortl
O
Cviceni

1) Ukazte, ze inverzni funkce k prosté liché funkci je opét lichd. Co muzeme fici o
inverzni funkci k prosté sudé funkci?

2) Zjistete, které z nésledujicich funkef jsou prosté, a najdéte k nim inverzni funkce:

a) f(z)=(z—2)(z+2) [nenf prostd]
b) f(2) = 55 £ = s nw e (~00,3) U B,0)]
¢) flz) = =5 [neni prostd]
d) f() = 5 [f—1<x> - y=|
©) f(x) =37 ) = (= pe)]
f) f(@)=1+V3+e= [f'(z) =3ln(2® — 22 -2) (=Inhva?—22—2)]
flx) = 2+ va=z [f 1 (x) = 2+ el 2]

r <1 r <1

20 x>1 ) = 5 T>2
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3) Ve druhém sloupci najdéte funkce inverzni k funkeim v prvnim sloupci. Nejdiive se
pokuste vysledek ,uhodnout® a potom se presvédéte o spravnosti.

fl(x):l% g(z) = %5
foz) = %5 g (x) = 75
fg(:v):3+% gg($):9—13—2
fa(x) =5 =2 g(7) = ;5
fs(r) = 75 g5(z) = 22 + 4

[f1<—>93> fa < g2, f3 4> ga, fa4$> s, f5<—>91]

4) Ukazte, ze kazda z nasledujicich funkei je sama k sobé inverzni a nakreslete je-
jich grafy (v pf. g) pro a = 1, b = —2). Protoze graf inverzni funkce vznikne
preklopenim grafu ptivodni funkce podle osy 1. a 3. kvadrantu, musi byt graf funkce,
kterd je inverzni sama k sobé, soumérny podle této osy (feseni viz Obr. 2.24).

a) f(z) =x b) f(z) = —x ¢) flx) =1
d) f(l’):% e) (x):2+$ f) f(z) = —%
g) flz) = £t h) f(z) =v1—2a? pro x>0
g : f(x)=-x,
f(x)=x ()=
1] 1 /,/
22 -1 1 2 -2 T < i 3
-1 ) ','/ .
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Obr. 2.24
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2.4.9 Slozené funkce

To, jestli rozumime pojmu funkce, se nejlépe pozna u funkci slozenych. Ty jak znamo
vzniknou dosazenim — do vnéjsi slozky F'(z) dosadime misto x vnitini slozku g(z) a
dostaneme slozenou funkei f(x) = F (g(x)). Obvyklé oznaceni f = F o g ¢teme F' po g.

Je dulezité si uvédomit, ze se pii tomto dosazeni uplatni jen ty prvky x z defini¢niho
oboru vnitini slozky, pro které hodnoty g(z) padnou do defini¢niho oboru vnéjsi slozky.
Pfi vySetfovani defini¢nich obori v odstavci 2.4.3 jsme to automaticky brali v tvahu.
V tomto odstavci to provedeme podrobné — vSimneme si jednotlivych slozek slozenych
funkci.

Poznamenejme, ze zde nejde o vysledek (mohli bychom postupovat jako v 2.4.3), ale
pravé o postup, pomoci kterého vysledek ziskdme — vSimneme si oboru hodnot vnitinich
slozek a jejich souvislosti s definicnim oborem vnéjsi slozky.

Priklad 2.83. Urcete (prirozené) definiéni obory danych slozenych funkci tak, ze je
rozlozite na jednotlivé slozky a potom urcite jejich definiéni obory a potiebné obory
hodnot:

2) f(z) = % b) f@) = {f (3+4Y2) . o) fla) :m,/%.

ResSeni. Postupné vytesime:

a) Vidime na prvni pohled, Ze jedind podminka, kterou musime vzit v ivahu, je nenu-
lovd hodnota jmenovatele — tedy /x # —1 < x # —1 (tfeti — lichd odmocnina je
definovana Vx € R). Na tomto piikladu si ukdzeme podrobné postup rozlozeni na
jednotlivé slozky:

f) = Flga)), F() = 7= A t=g(e) =¥z

Dy t#—-1; Dy=R

Drog: g(z)=t=r€Dp & Jr# -1 & 2# -1 = Dpo,=D; =R —{-1}

Flu)=ui A u=gw)=3+4-V2-v A v=h(z) =z

Dy=R, D;,=R = Dy =R, Dp:u=3+4-v2-

\_/QI

3 27
Doo: =3 > — <~ > = Doo:D:
Fogoh + V= VT = 1.2 7 T T8 Fogeh =1 < 128" >
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1—
Flu)=Inu A u=g(v)=+vv A v:h(w):H—Z A w=p(r)=sinz

D,=R; Dp:w#—1= Dpop:w=sinz#—1 = m;&—g+2k7r,k:ez
1—w -1 1

Dpog: v=——>0: Dpo, = (—1,1
Fog v 1_'_w _ n B Fog ( )

Dpogon : w =sinz € (—1,1) =

Drogonos x%g—l—k‘ﬂ, kel = Df:R—{g+k:7r, k;ez}

Piiklad 2.84. Zjistéte, zda pro nasledujici funkce plati f (f (f(z))) = z:

a) f(m)zl—é, b) f(x):a—%_i_b, kde a +b=1.

ResSeni. Provedeme naznacenou kompozici funkei — zjistime prislusny pritazovaci predpis,
pficemz musime sledovat i jeji definiéni obor. Oznacme g(z) := z, D, = R.

2)
FUE)=1- =1 =1- = = —— nag{o1)

b)
1 1 1
f(f<x>>:a’_ :a_—l = a — 1 —
f<x)+ba+b=1 a_m_+b+ba+b:1 T atb =1
b b
S s *a—x+ ANa+b=1ANx#aNx# —b
r+b—1|,,, T —a
@z tb = r+b—1
AT I A P 2 S
z+b a+b=1 z+b | gqp=1 a+b=1
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=a+v+b—1|_, =2 AN x¢{a, b} = Drooyr # Dy
FUAf@) =2 |rvony = [fF(f2)#2

]
Piiklad 2.85. Najdéte funkce f(t), pro které plati:
a) f2x) =z, b) fz+) ==z ¢ fl—z)=z, d) f(i) —z, o) f(2?) =2
Reseni. Postupné vyfesime:
)
=5 At=gle)=2r = (fog) ) =3 =z = f()=

fO)=t—1ANt=glx)=2+1 = (fog)(x)=(x+1)—1=2z = f(t)=t—1
c)
fO)=1—-t ANt=gx)=1—2 = (fog)(x)=1—-(1—-2)=2 = f(t)=1—1t

d) Piimo ze zadani je vidét, ze takova funkce f neexistuje — v kazdém piipadé by
prislusna slozena funkce nebyla definovana pro x = 0. Polozime

= (fog)(x)=5=2 A x#0, tedny)#m_

(g

=

I

|

>

~

Il

=

=

I
8|
8 =] =

f(t)zg = f(i) =z |r_{0}

e) Jestlize polozime f(t) = vt A t = g(x) = 22, slozend funkce bude mit tvar
(fog)(x)=Va2=lz|#z (lz] =z proz>0).

Zadani opét nelze vyhovét, protoze slozend funkce je nutné suda a prava strana
definicni podminky je lichd funkce — hledané funkce f neexistuje. Plati

[ty =Vt = f(2%) =200
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Cviceni
1) Nasledujici slozené funkce rozlozte (vhodné) na jednotlivé slozky. Uréete (pfirozené)
defini¢ni obory danych funkei pomoci defini¢nich oboru jednotlivych slozek:

a) fla) = /17
f@)=F(g(h(x))), Flu)=vu A u=gv)=12 A v="h)=z
Dpogor, = Dy = (0,1)

b) f(x) = cotg /(1 + zP)

F(u) =cotgu A u=gv)=v AN v="h(z)=1+2°
Dpogor, = Dy =R — {Vk75 — 1, k € Z}

¢) f(z) = sin (sin(sinx))

F(u) =sinu A u=g(v) =sinv A v=h(z)=sinz

Drpogon = Dy =R

d) f(z) = sin® (cos®x)

f(x) = F (g (h(p(x))))
F(u)=v® A u=g(v)=sinv A v="h(w)=w?> A w=cosz

DFogohogo = Df =R

e) eV 3r—2—122

f(x) = F (g (h(x)))
Flu)=e"ANu=gw)=vvAv="h(z)=3z—2*-2=—(z —1)(z — 2)
Drogon = Dy = (1,2)

f(x) = F (g (h(z)))
Fluy=Inu N u=gv)=v—1 A v=~h(z) =sinzx
Dpogor = Dy =0
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2) Oveite, zda nasledujici funkce spliuji vztah f(f (f(z))) = :

a) flz)=2-5 L (f (@) =2 |r-puay, [ (f(2) #x]
b) f(z) = -3 [F (@) =2 |rior0y . f(f(f(2))) # 2]

3) Najdéte funkce f(t), pro které plati:

a) f(2x) =4z —1 b) flx+1) =4z —1 c) fl—z)=4dz—1
d) f(i)=4z-1 e) f(2?) =4z —1
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2.5 Analytickad geometrie

Analytickd geometrie zkoumd utvary v roviné a prostoru pomoci jejich analytického
vyjddieni — tedy pomoci rovnic, které je popisuji jako mnoziny bodt v R? nebo R3. K to-
muto popisu je vyhodné zavést pojem vektoru jako mnoziny vSech rovnobéznych sou-
hlasné orientovanych a stejné dlouhych tsecek (tzv. volny vektor). Tato mnozina je uréena
jednou (libovolnou) z téchto usecek, kterd mé svuj pocdteéni a koncovy bod. Jestlize je
v roviné zaveden souradnicovy systém, muzeme pocatecni bod vektoru umistit do po¢atku
soufadnic. Potom soutradnice koncového bodu poklddame za souradnice (volného) vektoru.
Vektor tedy muze byt uréen dvojici (resp. trojici) redlnych ¢isel — souradnic — a pomoci
téchto souradnic lze provadét ruzné operace (viz kapitola 1.4). Zobecnénim na usporadané
n-tice ¢isel se definuji aritmetické vektory. Jestlize se neomezime na n-tice ¢isel, ale bu-
deme uvazovat n-tice libovolnych objektu, se kterymi lze provadét analogické operace (pii
zachovani potfebnych pravidel), muzeme zavést pojem obecnych vektoru a tedy pojem
obecného vektorového prostoru tak, jak se zavadi v predmétu IDA. Pro nase potieby —
opakovani stredoskolské latky — se omezime na vektory ve smyslu kapitoly 1.4.

Uvédomme si, ze vektory v roviné (prostoru) muzeme uvazovat, i kdyz nemame zave-
den souradnicovy systém — viz vektory ve fyzice, kde jsou nékteré veliciny (sila, rychlost,
zrychleni apod.) urcéeny nejen velikosti, ale i smérem. Pro po¢itdni s nimi je pak vhodné
zavést souradny systém, tedy vhodné umistit pocatek, osy a méritko.

Poznamenejme, ze zavedeme-li v roviné nebo v prostoru soutradnicovy systém a kromé
bodu v ném uvazujeme i vektory se skalarnim sou¢inem, mluvime o Eukleidovskych pro-
storech Ejy, resp. Ej.

V této casti textu budeme vysetiovat linearni itvary v roviné a prostoru — tedy piimky
a roviny, a dale kvadratické utvary v roviné — tedy kuzelosecky. V IDA a v letnim semestru
v IMA se setkdme i s kvadratickymi utvary v prostoru, ty se nazyvaji kvadriky (napf.
kulové plochy, paraboloidy, vélcové plochy).

2.5.1 Vektory

Piiklad 2.86. V kartézské soustavé souradnic nakreslete vektory u = (—1,2) a v =
= (2,1). Potom urcete a nakreslete vektory u+v, u—v, 2v, —u a urcete velikost vektoru
u, v, u+ v a thel, ktery sviraji vektory u a v.

Reseni. Pro vsechny hledané vektory nakreslime umisténi v pocatku. Vektor, ktery
vznikne jako soucet dvou vektoru, lezi v thlopticce rovnobézniku, jehoz sousedni strany
tvoii zadané vektory (viz znamé skladéani sil ve fyzice, viz Obr. 2.25).

ut+v=(1,3), u-v=(-31), 2v=(4,2),-u=(1,-2)
lu| = |v| = V3, [u+v|= V10

lLVZOi{(mﬂ:g
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e A
- \-
5 S
- H'““m.\ ll+1( 2‘
/ ==
- — 3,
- u T~ e
14
u—yv ¥
3 2 1 0 1 2 3 4
_1_
-u
-2
Obr. 2.25

Priklad 2.87. Jsou dany tii po sobé jdouci vrcholy rovnobézniku ABCD, kde A =
=[2,-2,2], B=[4,2,0], C =[7,4,3]. Urcete vrchol D.

Reseni. Strany rovnobézniku AB a BC maji spoleény vrchol B. Umistime do téchto
stran vektory u = A — B av = C — B. Vektor u+ v = D — B lezi v thlopricce
rovnobézniku ABC D, tedy plati

D = B+(A — B)+(C — B) = [4,2,0]+(—2, —4,2)+(3,2,5) = [4,2,0]+(1, —2,5) = [5,0, 5].

[
Piiklad 2.88. Najdéte cislo n tak, aby body A = [3,—4], B = [1,n], C = [—1,2] lezely
na jedné ptrimce.

Reseni. Body A, B a C lez na jedné pifmce, jestlize jsou vektory B — A a C — A
kolinearni, tedy existuje-li ¢islo k tak, ze plati B — A =k - (C — A). Odtud

—2=—4k =>k=;
B—A=k-(C—A) & (-2,n+4)=k(-4,6) & n=—1
n+4 =6k

Piiklad 2.89. Najdéte vnitini thly trojihelniku o vrcholech A = [2,—4,9], B =
=[—1,—4,5], C = [6,—4,6].

Reseni. Uhly trojuhelniku najdeme jako uhly vektoru lezicich v prislusnych stranach
trojuihelniku:

a=¥(B-—AC—-A)=%((-3,0,—-4),(4,0,-3))
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g (3:0-4)-(4,0,-8)  —d2+12 7
S 1(=3,0,-4)] [(4,0,-3)]  VIFr16v16+9 2
B=¥(A-DB),(C-B)=x(3,04),(7,0,1)
(3,0,4) - (7,0, 1) 21 + 4 25 1 ™
cosp = = = = = fB="_
P 1(=3,0,—4)] [(4,0,=3)] VI+16v49+1 5-5V/2 2 E__é
T e n
1=r-(5+7) ~1
O
Cviceni

1) Jsou dany body A, B, C, D a vektory a, b. Rozhodnéte, zda nasledujici vyrazy
definuji vektor nebo bod:

a) A+a b) (C+a)+b c) A+ (B-C)
d) A—(B-0C) e) (A-—B)+(C - D) f) A— (B +a)
g) (A+a)— (B+Db) h) (A+a)—b

Bod: a,b,c,d, h

Vektor: e, f, g

2) Méjme body A, B a vektory a, b. Najdéte vektor x vyhovujici rovnicim

a) a+4x=D>b [1(b—a)]
b) A+a+2x=3b [nema Feseni]
c) A+a+3x=A+2b [2b — za]
d) Ata—x=DRB [(A—DB)+a]
e) A+a—-3x=DB+a [ (A-B)]
f) 2a+7x=A+B

[nema Feseni]

3) V obrazku 2.26 jsou znazornény tii vektory. Najdéte konstanty a, b tak, aby platilo
W = au + bv.

la=2, b= -3]

4) Je dén trojuhelnik ABC a vektory a= B — A, b=C — B, c = A — C. Vyjadrete
vektor ¢ jako linearni kombinaci vektoru a, b.

[—a—b]
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Obr. 2.26

5) V rovnobézniku ABC D, ktery ma stted M, ozna¢me a = B— A, b = D— A. Pomoci

a, b vyjadrete vektory A— M, B— M, C — M, D — M.

[-3(a+b), 3(a=b), 3(a+b), —;(a—Db)]

6) Zjistéte, zda jsou vektory u, v linedrné zavislé (kolinedrni), je-li:
a) u=(3;1), v=(-1;2) [ne]
b) u=(1;-4), v=(3;-6) [ano, v = 2u]

7) Rovnobéznostén ABCDEFGH je uréen vektorya=B—-—A, b=D—-A c=FE—-A

a ma stted M. Pomoci pocatecniho a koncového bodu vyjadrete vektory:

S

S

=T EQ
|
Q&5 =
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2.5.2 Linearni Gtvary v roviné — primky

Piipomenme, ze (viz odstavec 1.4) prochazi-li piimka bodem A rovnobézné s vektorem s,
je pro kazdy bod X lezici na této primce vektor X — A kolinearni s vektorem s, plati tedy
pro néjaké t € R vztah X — A =t -s. Odtud dostaneme parametrickou rovnici piimky
zadané bodem A a smérovym vektorem s: X = A+t -s.

Je-li zaddn soufadnicovy systém, potom pro soufadnice bodu X na piimce dostaneme
jednotlivé parametrické rovnice. Z nich pak pro ptimku v roviné vyloucenim parametru
t dostaneme obecnou rovnici piimky tvaru ax + by + ¢ = 0 (v trojrozmérném prostoru
obecnd rovnice piimky neexistuje — uvidime v dalsim odstavci). Piitom je-li s = (s1, $2),
plati (a,b)-(s1, s2) = 0, tedy vektor n = (a, b) je normalovy vektor piimky ax +by+c = 0
(je na ni kolmy).

Priklad 2.90. Najdéte rovnici primky, ktera je zadana
a) bodem A = [2, —3| a smérovym vektorem s = (1,4), b) dvéma body A =[1,3], B = [2,5].
Reseni. Postupné vyfesime:

a) p: X =A+ts=[2,-3]+1t(1,4)

r=2-+1t 4
+ dr —y—11=0

y=-—-3+4t -—1
b) p: X=A+t(B—-A)=[1,3]+¢([2,5] —[1,3])

r=1+1 -2
+ 20 —y+1=0

y=3+2t | -—1

]

Piiklad 2.91. Najdéte rovnici piimky prochazejici bodem A = [2, —3] kolmo k vektoru
u=(1,4).

Reseni. Zvolime néktery z nasledujicich postupi:
1) Smérovy vektor s hledané pitimky ma byt kolmy na zadany vektor u, tedy mé platit
s-u=0 = s=(4,—1) (nebo vektor s timto kolinedrni).
Odtud
p: X=A+ts=[2,-3]+1t(4,-1)
r=2+4t
y=-3—-t | 4

+ r+4y+10=10
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2) Vektor u = (1,4) je normélovy vektor a rovnice piimky ma tvar z + 4y + ¢ = 0.
Konstantu ¢ uré¢ime z podminky, ze na piimce lezi bod A. Plati tedy

244-(=3)+¢c=0 = c=10.

O
Priiklad 2.92. Najdéte jednotkovy smérovy vektor primky 4z — 3y + 8 = 0.
Reseni.
Ybyte=0 = s=(-ba), so=— ( b d )
D ax c= =(=b,a), =—=|- ,
p Y * 8] Va2 + 82’ a? + B2
3 4 3 2
s=3,4), so=|—=,—=|=|(=,=
6.0, == (Jvz) - (3)
[

Priiklad 2.93. Urcete hodnotu parametru a, pro kterou piimka p : ax+3y—1 = 0 svira
s kladnym smeérem o, 1hel %ﬂ'.

Reseni. Pifmka je grafem linedrni funkce y = k- x + ¢, kde k je smérnice pifmky,
k =tgp, ¢ je thel, ktery piimka svird s kladnym smérem osy o,. Odtud
a 1 a 3 a
Jy—1=0 & y=—- - =>k=—=tg-1=-1= ——=-1 = a=3
ar + 3y Y 3x + 3 3 g 47T 3 a
O

Piiklad 2.94. Najdéte rovnici osy tisecky AB, kde A = [7, 3], B = [-2,1].
Reseni.
Usecka:

xr=T7-9 4

X=A4t(B-A), te(0,1) += 4x+9% =1 = n=(4,9)
y=—3+4t |9

Stied usecky: S = [H, 3t 1] = F —1}

2 2 2’
1 s1=7—1 5
nebo S=A+-(B—A) 2 Ao S=12,-1
2 52:—3+2 2
x:§+4t 20 =548t | 9
Osa: X =S5S4n-t,telR & +
y=—-14+09t y=—-149 | -—8
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= 18z —8y—53=0

]

Priklad 2.95. Odvodte vztah pro vzdalenost bodu X = [z, 30| od piimky p : az +by +
+c=0.

Reseni. Pro smérovy vektor pifmky ¢ kolmé na pifmku p plati s = (a,b), tedy

T = x9 + at,
p:
Yy = yo + bt.

Pro prusecik piimek p,q: P = [z + atg, yo + bty] plati
a(xg+aty) +b(yo+0bty) +c=0 < ty (a2+b2) = —(axo + byo + ),

tedy
_amo + byo + ¢

a? + b2

0=

Vzdélenost je tedy

d(P,X) = \/(.1'0 + Clto — 1'0)2 + (yo + bto — y0)2 = \/(ato)2 + (bt0)2 = ’to’ \/(Z2 + b? =

_awo + byo + ¢

O

Piiklad 2.96. Najdéte rovnici piimky prochazejici bodem A = [4, —2] ve vzdalenosti
d = 2 od pocatku souradné soustavy.

Reseni.

C

O=[0,0], p:ar+by+c=0, [4,-2€p, d= 2, polozme ¢ = 2.

\/a2+62:
Potom Va2 + 02 =1 A2a—b+1=0 = a>+b*=1 A b=2a+1
2 2 2 2 2 4
a4+ 2a+1) =14 a"+4a"+4a+1=1 < ba"+4a=0 = a; =0, az = —p,
3
blz]_, 62:—5
4 3
pgz—ga:—gy+2:0 & dr+3y—10=0
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Cviceni
1) Najdéte rovnici piimky prochézejici danym bodem

1. rovnobézné s danym vektorem.

2. kolmo na dany vektor.

a) 2,3], (4,5) 1) bz —4y+2=0, 2)4x+5y—23=0]
b) [4,5], (2,3) 1)3z—2y+2=0, 2)2x+3y—23=0]
c) [1,0], (—2,1) x+2y—1=0, 2)2zr—y—2=0]
d) 2,-1], (1,3) )32 —y—7=0, 2)z+3y+1=0

2) Najdéte jednotkové smérové vektory piimek

_ V2 x|

a) 7T:L’—y\/§—7 |:< 2_‘_7r2’\/m)_

b) y=3x+7 [(1@()0%*0)

_ V39 2v29) ]

©) 2(z = 1) +5(y =2) =0 (-3, 22)]

3) Je déna piimka p : 3z —y+4 = 0. Najdéte rovnici piimky ¢, ktera prochézi bodem
A=11,1]

a) rovnobézné s piimkou p l[q: 3z —y—2=0]

b) kolmo na pifmku p lq: x+y—4=0]

4) Pro jakou hodnotu parametru a jsou piimky
p: 3axr—8y+13=0, q:(a+1)z—2ay—21=0

rovnobézné?
la € {-3,2}]

5) Najdéte obecnou rovnici pifmky, ktera prochdzi bodem A = [15, —3] a prusecikem
piimek 3z — by + 12 =0, bx + 2y — 42 = 0.

[z +y—12=0]

6) Urcete vzajemnou polohu piimek p a g. Jsou-li riznobézné, najdéte jejich prusecik,
jsou-li rovnobézné, urcete jejich vzdélenost.

a) p:2r—y+3=0, g:z+2y=0 [kolmépﬁmky,P: [%,—g”
r=—1+t

b) p:2x—y+3=0, q: [rovnobéiné piimky, d = T]
y=3+2t
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r=4+42t r=2—4t
c) p: . q: ,teR [totozné piimky]
y=—3t y=3+06t

2.5.3 Linearni Gtvary v prostoru — primky a roviny

Analogicky jako v roviné dostaneme parametrickou rovnici piimky zadané bodem A a
smérovym vektorem s jako X = A+t -s. Je-li zadan souradnicovy systém, potom pro
soufadnice bodu X na piimce dostaneme jednotlivé parametrické rovnice, které jsou tii a
obsahuji jeden parametr. Proto (v obecném piipadé) nemuzeme z téchto rovnic parametr
vylouéit. V prostoru kromeé parametrické rovnice (nebo v souradnicich t¥i parametrickych
rovnic) piimku muzeme zadat jako prusecnici dvou rovin.

Parametrickou rovnici roviny p prochazejici tremi body A, B, C, které nelezi v primce,
dostaneme z faktu, ze pro libovolny bod X € p je vektor X — A linearni kombinaci vektoru

B —AaC — A, tedy plati
X—A:tl(B—A)—{—tQ(C—A), t1, to €R
neboli
X=A+t(B-A)+1t,(C—A)

a pro rovinu prochézejici bodem A rovnobézné se dvéma nekolinearnimi vektory u, v ma
parametricka rovnice tvar

X =A+tu+tyv.
Vyjadiime-li rovnici v souradnicich, muzeme oba parametry eliminovat (viz kapitola 1.4) a
dostaneme obecnou rovnici roviny, kterd mé tvar ax+by+cz+d = 0, pricemz (a,b,c) = n
je jeji normélovy vektor.

Priklad 2.97. Najdéte rovnice piimek v prostoru, které prochézeji bodem A = [4, —5, 7]
a jsou rovnobézné

a) s osou 0, b)sosouo,, c¢)sosouo,, d)spiimkouxr=3—t y=2+2¢t z=3.

Reseni. Postupné vyfesime:

a) s=(1,0,0), p: y=-5 = X =[t:—57,teR
z=17
r=4

b) s=(0,1,0), p: y=t = X=[47],teR
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r =4
c) s=(0,0,1), p: y=-5 = X =[4-51,teR

z=1t

r=4—1
d) s=(-1,2,0), p: y=-5+2t = X=[4—t;-5+2t7],t€R

z2=1T7
O
Piiklad 2.98. Najdéte obecnou rovnici roviny p prochdzejici bodem A = [—2,—8,1]
rovnobézné s rovinou r : 3z — 2y + 3z — 10 = 0.
Reseni.
r| p = roviny maji stejné normalové vektory (3,—2,3) a A € p:
p:3r—2y+32+d=0 AN [-2,-8,1]€p = —6+16+3+d=0 = d=-13
= p:3r—2y+32—-13=0
O

Priklad 2.99. Najdéte parametrickou a obecnou rovnici roviny, ktera je dana
a) body A=[4,-1,2], B=[3,3,3|, C =[-2,0,5].
b) bodem A =[1,5,0] a piimkou p:z =t,y =2+t ,z=—1+ 3t.
Reseni. Postupné vyfesime:
a)
p: X=A41t(B—A)+t:(C—A)=1[4—1t1 —6ty, —1 + 4ty + t2,2 + t1 + 3t2]

x:4_t1_6t2 7’1-}-7’321’4—2:6—32’;2:}752:2—%%

y=—-1+4t1+t; y=—-1+4(x+2:-8)+2-22 & 1lo—3y+232-93=0

z=241t + 3ty rm+2r3: x+22=841t = 1=+ 2z—-28

b) pi X = [0,2,—1] + (1,1,3) - ¢

Na piimce p lezi bod B = [0, 2, —1] (pro t = 0). Rovina je ur¢ena bodem B a vektory
u = (1,1,3) (smeérovy vektor piimky p) a v = A — B, tedy

p: X =10,2,-1]+(1,1,3) -t + ([1,5,0] — [0,2, —1]) t, =
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=1[0,2,—1] 4+ (1,1,3) -t + (1,3,1) - £

=1t + 19 T‘Q—Tliy—JJZQ—I—Qtz:}tg:—l—l—u
y =2+t + 3ty ro =3t y—3x=2-2t = t; =1+ L

3 — _
z:—1+3t1+t2:—1+3(1+ xz y) 1+yT<:>8x—2y—2z+1_0

m
Priklad 2.100. Urcete odchylkurovin a: 2z +y—2—1=0, pf:ox—y+2z=0.

Reseni. Odchylka rovin (tihel, ktery roviny sviraji) je roven thlu jejich normalovych
vektoru:

:(2717_1)
gp:%:<n047nﬂ); na-n5:2—1—1:0:>¢:
ns = (1,-1,1)

b |

Cviceni
1) Najdéte rovnici piimky v prostoru, ktera je zadana
a) bodem A = [1,0,—2] a smérovym vektorem s = (—2,3,0)
[X =[1—2t;3t;-2], t € R]
b) body A=[1,2,-3], B=1[2,-3,0] (X =[1+¢2->5t;-343t, teR]

2) Najdéte (parametrické) rovnice piimek, ve kterych se protinaji roviny

a) r=1,y=-2 (X =[1;-2;t], t € R]
b) x=-3, z=4 (X =[-3;t;4], t € R]
c)y=4, x+z= (X =[2+t4;,-1], t e R]
d) 2=73v—2y —z=12 (X =[7;t;9—2t], t € R]
e) r+y=1, z+2y=-2 (X =[4;-3;t], t € R]

3) Najdéte (parametrické) rovnice pifmek, ve kterych rovina 3z — 12y — z + 12 = 0
protina soutadné roviny.

[pzy X = [4t; =14+ 1;0], pae: X =[4+1,0;3t], py. : X =1[0;1 —t;12¢]]

4) Najdéte obecnou rovnici roviny, kterd prochazi pocatkem souradné soustavy a je
kolmé na roviny o : 20 — 5y +2—-1=0, [:3x+ 10y —2z—12=0.

14z — Ty + 44z = 0]
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5) Urcete prusecnici rovin a:3x +y—2=0, [:y+z=0.
(X = [2t,—3t,3t], t € R]
6) Urcete vzajemnou polohu piimek p a ¢. Jsou-li riznobézné, najdéte jejich prusecik,
jsou-li rovnobézné, najdéte rovnici roviny, ve které obé lezi.
a) p: X =[2—-¢t14+2t3], ¢: X =[t,—1+4t,1 + 2t] [riznobézné, P = [1,2, 3]|
b) p: X=[2—-¢t,142t,3], q: X =[t,—1+4t,6 — 2] [mimobézné]
c) p: X =[2+3t,—1+4t,4—1], ¢: X =[3—9¢,3—12¢,3 + 3¢]
[rovnobézné, p: y+ 4z — 15 = 0]
7) Najdéte rovnici piimky, kterd je kolm4 k roviné 3x — 2y + 5z — 12 = 0 a prochézi
prusecikem této roviny s osou o,.
[X =[4+3t,—2t,5t], t € R]
8) Najdéte rovnici piimky, kterd lezi v roviné 3z + y — z + 1 = 0 a protind piimky
X =[3-2t,5-3t,3+3t]a X =1[4—6t,2+2t,8 — 9¢].
(X =[1+3t,2—-2t,6+T7t], t € R]

2.5.4 Kuzelosecky

Kuzelosecky jsou rovinné kiivky, které jsou popsany rovnicemi, v nichz proménné x a y
mohou vystupovat ve druhé mocniné, tedy rovnicemi tvaru ax?+by?+caxy+dr+ey+f = 0.
My budeme vysetiovat takové kuzelosecky, v jejichz rovnicich je koeficient u smiseného
¢lenu zy roven nule.

Pripomenme si, ze kruznice k se sttedem S a polomérem r je mnozina vSech bodu
v roving, které maji od bodu S vzdalenost r, tedy je-li S = [m, n|, plati pro X = [z,y] € k:
| X — S| = r, neboli

Va—mP+@-mP=r o (@-—mi+y-—m’=r"

Odtud muzeme odvodit dalsi tvar rovnice kruznice:

2 2 2

(z—m+@y-—m?=1r" o 2 2mr+m’+y>—2ny+n>—1r’=0 <

S 2y —2ma —2ny+mP4n®—r* & ar +ay+cx+dy+e=0,

pficemZ koeficienty u 22 a y? jsou stejné.

Elipsa je mnozina vSech bodu v roving, které maji od dvou pevné zvolenych bodu F,
F, které nazyvame ohniska, staly soucet vzdalenosti, ktery je vétsi nez vzdalenost téchto
danych bodu.
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Plati-i £ = [—e,0], F = e, 0], tedy ohniska lezi na ose o, symetricky vzhledem
k pocdtku souradnic, plati pro kazdy bod X na elipse | X — E| + | X — F| = 2a, tedy

\/(x+e)2—|—y2—|—\/(x—e)2—|—y2 = 2a.
Odtud po tpravé (dvoji umocnéni) vyjde
(a2 — €?) 2% + a%? = a? (a? — €?)

a oznacime-li b = va? — €2, dostdvame

2 2
va?+a’y? = a?h? & S+ Z_Q =1 (stfedovd rovnice elipsy).
a

Jestlize stfed nelezi v poc¢atku soutadnic, ale v bodé S = [m,n], bude mit rovnice tvar

(¢ =m)* (y—n)’
a? * 2 !

a po tpravé (a vhodném oznaceni)
ax® +by? +cx +dy +e =0,
pficemz koeficienty u 22 a y?> maji stejné znaménko.

Hyperbola je mnozina vsech bodu v roviné, které maji tu vlastnost, ze absolutni hodnota
rozdilu jejich vzdalenosti od dvou danych bodu E, F' (ohnisek hyperboly) se rovné kladné
konstanté, ktera je mensi nez vzdalenost téchto danych bodu.

Plati-i £ = [—e,0], F = e, 0], tedy ohniska lezi na ose o, symetricky vzhledem
k pocatku soutadnic, plati pro kazdy bod X na elipse || X — E| — | X — F|| = 2a, tedy

’\/(33+6)2+92— \/<$—6)2+y2 =2a
a po analogické tipraveé jako v piipadé elipsy (pfi oznaceni b = v/e? — a?) dostaneme
22y
—b’2? +a*y? = —a’h? & a s 1 (stfedové rovnice hyperboly).
a
Ptimky
b
y==+—-x
a

jsou asymptoty hyperboly se stredem v bodé S = [0, 0] (,tecny v nekoneénu®).
Jestlize stted nelezi v poc¢atku soutadnic, ale v bodé S = [m, n], bude mit rovnice tvar

@—m? -n’ _
a? b2 -
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event.

a po tpravé (a vhodném oznaceni)

az? —by® + cx +dy +e =0,

pficemz koeficienty u z? a y? maji opaéné znaménko.

Ma-li hyperbola stted S = [m, n], maji jeji asymptoty rovnice

(y—n)::i:g-(:c—m).

Parabola je mnozina vSech bodu v roving, které maji stejnou vzdédlenost od daného bodu
F' (ohniska paraboly) a od dané piimky p (fidici piimky), kterd neprochédzi bodem F'.
Umistime-li fidici primku a ohnisko paraboly v souradném systému tak, ze plati

x:—g,p>0, .20 +p=0, F = [g;o},

mé podle definice paraboly platit pro kazdy jeji bod X = [z, y] vztah

2z +0 2 2 2 2
22 + 0y + | y+p’:\/<x—1—9) +(y—-0)° & Grp) :<x—2—9> +y° &y =2pr

NeEae 2 1 2

coz je rovnice paraboly s vrcholem V' = [0, 0], osou symetrie v ose o, a oteviené doprava.
Analogicky odvodime rovnici paraboly se stejnym vrcholem i osou, ale oteviené doleva
ve tvaru y? = —2pzx, event. rovnice parabol s vrcholem v po¢atku oteviené nahoru, resp.
doli, ve tvaru a? = 2py, resp. 22 = —2py.

V obecné poloze je rovnice kuzelosecky rovnici paraboly, jestlize v ni druhd mocnina
nékteré proménné nevystupuje, tedy tvaru

ar’ +cx+dy+e=0, resp. by> + cx +dy +e = 0.

Priklad 2.101. Najdéte rovnici kruznice, ktera se dotyka obou soutadnych os a prochazi
bodem M = [2,4].

Reseni. Viz Obr. 2.27:
k: (z—a)’+(y—0b)°=r% podle zadéni M €k, a=b=r
2-a’+(@A—-a)’=d®> & a®—120+20=0= (a—10)(a—2)

(=224 (@y—2%=4 Vv (z—10)7+ (y—10)* =100

]

Piiklad 2.102. Najdéte kruznici opsanou trojihelniku o vrcholech A = [1,—1], B =
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24 6 § 10 12 1t 16 18
X

Obr. 2.27
Reseni. Viz Obr. 2.28:
k: 224y +br+cy+d=0
Aek’l 2+b—0+d:0 (7“3—7‘1) 120—|—10b:0 b=-12
Bek: 98+Th+Tc+d=0 (rg —rg) 244+4b—-8=0 ¢=-3
Cek: 122411b—c+d=0 & d="17

k: 2?44 —120—3y+7=0

Obr. 2.28

Piiklad 2.103. Urcete polohu bodu A = [1,-3], B = [1,4], C = [-3,5] vzhledem
k elipse 2522 + 9y? = 450.
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Reseni. Postupné provéiime jednotlivé body:
2507 + 9%,  ,=25+81=106<450 = A=][1,-3]je uvnitf elipsy
250 +9y?| _, ,=25+16-9=176 <450 = B =[1,4] je uvnitt elipsy
250 +9y%| . =25-9+9:25=450 = C =[-3,5] lezi na elipse
O

Priklad 2.104. Najdéte rovnici elipsy s osami rovnobéznymi se soufadnymi osami,
jestlize se dotykd osy o, v bodé A = [—4,0] a osy o, v bodé B = [0, 5].

Reseni. Viz Obr. 2.29:

o ke ———

\
W -

Obr. 2.29

Priklad 2.105. Kuzelosecka ma rovnici
922 — 4y* — 182 — 8y — 31 = 0.

Urcete jeji druh, stted, délky poloos a rovnice asymptot.

Reseni. Viz Obr. 2.30:
92° —4y* — 182 —8y —31=0 < 9(2* —22) —4 (y* +2y) —31=0 &

& 9((z-1°-1)—4(y+1)*-1) =31 & 9z —1)*—4(y+1)*=36 <
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—1)2 1)2
($4 ) _(y—g) =1 = hyperbola: S=][1,-1], a=20=3

Asymptoty maji rovnice

y—i—lzig-(x—l)

neboli
3r—2y—>5=0 a 3rx+2y—1=0.
]
Piiklad 2.106. Najdéte rovnici hyperboly, kterda prochézi bodem A = [—1,5] a ma
vrcholy Vi = [0,2], Vo = [8,2].
Reseni. Viz Obr. 2.31:
S=1[4,2], a=4,b="
(x —4)?  (y—2)? (-1—-4)> (5-2)? 25 9 9 9
SRE = RO Z AT R TR
= b’ =16
— 4)? —2)2
Rovnice hyperboly: (@ T ) — g 16 ) =1
]

Priiklad 2.107. Najdéte rovnici paraboly, kterda ma vrchol v poc¢atku a prochazi body
A=1[8,3], B=[-8,3].
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______...___+_________

Obr. 2.31

Reseni. Viz Obr. 2.32:

Rovnice paraboly: y =k - 2*

3
8.3 e {(z,y)ly=k-2*} = 3=k-64 = k;:6—4 = 32° — 64y =0

Obr. 2.32

Piiklad 2.108. Najdéte rovnici paraboly, kterd ma vrchol V' = [8, 5], osa je rovnobézna
S 0osou 0, a ma parametr p = 4.

Reseni. Viz Obr. 2.33:

Rovnice paraboly: (y —n)>=+2p-(x —n) = (y—5)° = £8(z — 8)

]

Piiklad 2.109. Najdéte rovnici pifmky prochézejici priseciky paraboly y? = 18z a
kruznice 2% + y? + 122 — 64 = 0.

Reseni. Viz Obr. 2.34:

y? = 182 ) )
= 2"+ 18x+12xr—64=0 < 22+ 30r—64=0 &
2?2+ 92+ 122 - 64 =0
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Obr. 2.33

& (z+32)(z—2)=0
r = —32 nevyhovuje, =2 = y* =36 = y = =6

Hledana primka: z =2

Obr. 2.34

Priklad 2.110. Najdéte pruseciky piimky p: x +y — 7 = 0 a paraboly y* = 2(z — 3).
Reseni.
r+y—7=0 A y*=2(zx—3)
r=T—y = y"=2T-y—-3) = y¥’+2y—8=0 = (y+4)(y—2)=0
y=2 = x=7—2=95
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y=—4 = z=T+4=11
Pruseciky: [5,2], [11,—4]

O
Cviceni
1) Najdéte rovnici kruznice, jestlize
a) S=[7,-3], r=6. (2% + y* — 14z + 6y + 22 = 0]

b) S = [4,—5] a kruznice prochéz{ bodem A = [6, —1].
(2% + y? — 8z + 10y + 21 = 0]

c) body A = [5,4], B =[—1,—3] tvoii jeji prameér.
[22 +y? — 22 — 2y — 18 = (]

d) S = [5,4] a dotyka se piimky 5x — 12y — 24 = 0.

e) prochézi body A = [3,-2], B=1[2,-9], C =19, -2].
[#2 + y? — 122 + 12y + 47 = 0]

2) Najdeéte rovnici kruznice, kterd

a) se dotykd osy o, v pocatku soufadného systému a protind osu o, v bodé
A=[-8,0].

[2? 4+ y* + 8z = 0]

b) se dotykd osy o, v pocatku soufadného systému a protind osu o, v bodé

A=1[0,6).
[2% 4y — 6y = 0]

c¢) prochdzi body A = [—1, 3], B = [3,5] a jeji stied lezi na ose o,.
[#? + y* — 62 — 16 = 0]
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d) prochazi body A = [2,5], B = [3,2] a jeji stfed lezi na ose o,
(922 + 9y* — 48y — 21 = 0]

3) Strany trojihelniku maji rovnice z + 7y — 56 =0, z —3y+14 =0, 2z —y+8 = 0.
Najdéte rovnici kruznice opsané tomuto trojihelniku.

(2% + y* — 62 — 8y = 0]

4) Najdéte rovnici piimky prochézejici pruseciky kruznic x* +y? + 6z +2y —15=0 a
22+ —4r+8y+11=0.

[bx — 3y — 13 = 0]

5) Najdéte vzdalenost stiedu kruznic 22 +y?—2x+2y—23 = 0, 2?+y*—62—12y—35 =0
od primky prochazejici jejich pruseciky.

V53 2862
53 7 53

6) Oveérte, ze nasledujici kuzelosecky jsou elipsy a urcete jejich stted a délku poloos:

a) 2 +4y* =4 [S=1[0,0], a=2,b=1]
b) 222 + 9y* = 1 [5=[0,0, a=2b=1]
c) 3z 4+ 4y —12=0 [S=10,0], a=2,b= 3]
d) 2522 + 100z + 1652 — 300 = 0 (S =1[-2,0], a=4,b=5]
e) 2+ 16y? — 16x — 32y + 64 =0 [S=[81], a=4,b=1]

7) Oveéite, ze nésledujici kuzelosecky jsou hyperboly a urcete jejich stied, délku poloos,
vrcholy a rovnice asymptot:

a) 9r? — 4y* =121

b) 2% — 3y% = 24
|:SZ [070]7 a:2\/§; b:\/éy ‘/1,2: |::|:2\/§70:|7 y:i%ix]
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c) 2 =9y +4x—-5=0
[S:[—Q,O], CL:3, b:l, ‘/1:[—570],‘/2:[1’0]7 xi3y+2:0]

d) 922 — 25y% — 50y — 250 = 0
[S=10,-1,], a=5, b=3, Viy=[45—1],5y+3z+5=0]

e) 22—y — 16z — 14y +1=0
S =87, a=b=4, Vi=[811], Vo= [8,3], 2 —y—15=0, 2+ 1y — 1 =0]

8) Napiste rovnici paraboly, kterd ma vrchol v pocatku, prochazi

a) bodem A = [3,9] a je symetrickd podle osy o,. [y? = 27x]
b) bodem A = [-3, —5] a je symetrickd podle osy o,. [:E2 = —%y}
c) body A=1[8,3] a B =8, 3. [y? = 22]
d) body A=[4,1] a B =[-4,1]. [2? = 16y]
e) body A=[-5,2] a B=[-5,-2]. [y? = —2a]
f) body A=1[2,-3] a B=[-2,-3]. [2? = —3y]
9) Napiste rovnici paraboly, kterd
a) ma vrchol v bodé V' = [—1,—1], prochdzi bodem A = [3,2] a jeji osa je

rovnobézna s osou o,.

[(y+1)* =5 (z—1)]

b) ma vrchol v bodé V = [-3,—-2], prochdzi bodem A = [2,3] a jeji osa je
rovnobéznd s osou oy.

[(w=5)"=10(y+3)]

¢) ma vrchol v bodé V' = [—10, 0], je symetrickd podle osy o, a vytind na ose o,
usecku délky 18.

[yz = % (x + 10)}

10) Urcete druh kuzelosecky

a) 4%+ 4y* = 16 [kruznice]
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b) 6z + 36y* = 36 [elipsal
c) 4a? —2y* =2 [hyperbola]
d) y¥* -2z +5=0 [parabola]
e) 2 —3y* —4x =0 [hyperbolal
f) 922 — 16y* = 144 [hyperbolal
g) 42 — 2y = [parabola]

2.6 Komplexni ¢isla

Komplexni ¢isla byla zavedena (mimo jiné), aby kazdd algebraickd rovnice méla néjaké
reseni (zakladni veta algebry 1ikd, ze algebraicka rovnice P, (z) = 0, kde P,(z) je libovolny
polynom n-tého stupné, ma pravé n ne nutné ruznych feseni), coz ovsem, jak vime, neplati,
omezime-li se na obor redlnych &sel R, napf. rovnice 22 + 1 = 0 redlné feseni nemaé.
Podivejme se na jinou situaci.

Cardantiv vzorec pro feseni rovnice 23

= axr + b, ktery ma tvar

3b+ b\ > (a)3+3b b\ > <a>3
T == - = (= - — -] — (=
2 2 3 2 2 3/
ma v realném oboru smysl pouze pro

b\? a\3

-] — (=) >0.

(5) ()=

Uvazujme rovnici 23 = 152 +4, kterd m4 ziejmé feseni x = 4, nebot 43 = 15-4+4 = 16-4.

Cardanuv vzorec pro tuto rovnici v R pouzit nelze, dostavame zde druhou odmocninu ze
zaporného cisla:

RRORGRERORGE
:{’/2+M+{’/2—M:{’/2+m+{’/2—m=
:{’/2+11\/—_1+{’/2—11¢—_1:(*)

Jestlize pripustime moznost pocitat se symbolem +/—1, a protoze

(24 V=1)" = 2243-4-v=143:2- (V=1) £ (vV=1)" = 8+12V/=1—6Fv—1 = 2+11v/—1,
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tedy

V24 11V=1 =2+ /-1,

(x)=2+vV-1+2—v-1=4

coz je nase (predem uhodnuté) Fesend.

dostaneme

Definujeme tedy tmagindrni jednotku i jako ¢islo, jehoz druha mocninou je —1, tedy
i=v-1 = ¥=-1 (V(=i)’=(-1)i*=-1).

Poznamenejme, ze nékdy se imagindrni jednotka zna¢i pismenem j (pro odliseni od
okamzité hodnoty proudu).

Komplexnim ¢islem pak rozumime vyraz
z=z+y-1, x,y€R

Dalsi pojmy souvisejici s komplexnimi ¢isly, vlastnosti a operace viz kapitola 1.5. Po-
znamenejme, ze na rozdil od redlnych ¢isel nemuzeme komplexni ¢isla porovnavat podle
velikosti:

i>0 |4 = i=-1>0 spor
i<0 |i = i#=-1>0 spor
Mnozinu komplexnich ¢isel nelze usporadat.

Piiklad 2.111. Pro a = 2v3 —2i, b = —% + ‘/752 vyjadrete vyrazy a + b, b — a, a - b, g,
2

a”, —a, a v algebraickém tvaru.
Reseni.

1
a+b=2vV3-_-+

V3 4V/3-1 —4+3
AT .
2 ( o)t 5 T !
1 144 4
b—a:—§—2\/§+<\/7§+2>i:— +2\/§+ +2\/§z'

2

1 V3
a.b:(2\/§—2i)-<—§+\/—'>Z—\/§+\/§+(1+3)i:ﬁ
b3+ 1 —14+VBi 1 —1+VBi VB4 1
a  2/3-2 4 V3-i 4 B3—i 3+i 4

V3
—A

—V3-V3+(3-1)i
4
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a? = (23— 20)? = 4(V3 — i) = 4(3 — 2v/3i — 1) = 8(1 — V/3i)

a=2v3+2i
O
Priklad 2.112. Najdéte algebraicky tvar komplexnich ¢isel
244 o7 2‘10 _ Z'12 _ 42'15
Reseni. Postupné vyfesime:
a)
241 240 1401 2+4i+2i—1 1+3
1—i 1—i 1+i 2 2
b)
(—1)27 _ (_1)27 245~ (24)6 (—i) = i
c)
10 _ 12_4'15 10 1_'2 44 2 43
) ) vt ( ?+22) 7 +Z:—i-(—1+2i):—2+z’
iP5 — 3 i3 (12 —1) —2 —
O
Priklad 2.113. Vypocitejte
—2—3i
3—2i |
Reseni.
—2-3i| |-2-3i] V4+9
3-2i | [3-2|  V9+4 =
O

Priiklad 2.114. Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla
1—i\>  [1+3\°
z = -] — - ) .
141 1—1
Reseni.

(1—@)2_<1+i)2:(1—Z:>2_8+?>2:%_%:£ = Rez=Imz=0

141 1—1

]
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Piiklad 2.115. Najdéte goniometricky (a exponencidlni) tvar komplexnich ¢isel

1 V3 V2 V2 3—1i
a) a =5+, ) > b =T

a znazornéte je v Gaussoveé komplexni roviné. Déle najdéte goniometricky a exponencialni
tvar ¢isel

a-b, a’ a-b-c, b

b
Reseni. Viz Obr. 2.35:
1 \/g m 4 ™ iz
a 5 5 7 S 7 - sin 5 e
b V2 \/iz cos( 7T> + 7 - si ( W) cos [ + 7 - si [ i
= — — —4 = —— i-sin——=) = — . — | =
2 2 4 4 4 ) Ty
. 3—1 3—i)(1-3i) 3—i—9—-3 —10: . 37T+.. 3 i-dn
1+ 3i 10 10 10 g Ty Te
/// a ™~
v
/ v N
/ ’ \
/ A\
! \\
f |
—[:‘. B} !
\ /f
Y 7
\\ /
N /)‘/
\\\ ) ///
x"‘“‘—l—u—f’/
Obr. 2.35

ab—(cosEjL' inz) j—F in_w = (W 7T>+' (W 7T)—
= 3Z83COS4ZS4—COSS4 sm34_

== (cos % ivsing )+ (cos =" 4 ivsin - ) =cos (3 + 7 ) sin (5 + ) =
b = | COS 3 7-8 3 .| COS 1 7 - 811 1 = COS 3 1 Sin 3 1 =
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77r+, T
= cos — + ¢sin —
12 12
g — ez % el (%ﬂ) — el(%+i) ™ — ez 127r
b
b ( 7T+, ,7T> 77T+, T —7r+,,—7r
a-b-c={cos=+17-sin—) [ cos— +17-sin — cos — +1sin — | =
3 3 4 4 2 2
B 7r+77r T L 7T+77T T\ 19 s 19
= cos 5 1 5 sin 5 1 5 —0081271' ZSIII127T

100
1
a) 2 (cos% + i sin %) : b) <\/—§ - —i) :

Reseni. Postupné vyfesime:

a)

100
E — 12 = (cos (_Z) + i sin <—Z))100 = Cos _100 + isin _ 100
2 2" 6 6/) 6 6
= 2 167 ) + s 2 167 | =
= cos | 57 ™ psin | —om T =

2 . 2 IERVE]
=cos| ——=7m ) +smm|——=7 ) == —1—
3 3 2 2

100 50 48 2
=|—Fn"=—-nT=—T+ =7

6 3 3 3
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Priiklad 2.117. Pro z; =6 (cosg + 2 sin %), 29 = % (cos T 4sinZ ) vypocitejte:

a) z1 - 2, b) !

z9 ’
ResSeni. Postupné vytesime:

a)

Wl o

21" R =

(cos (5 + %) +isin(5+5)) =2 (cos (gw) +isin <§7r))

z—;:lS (cos <g — %)—i—isin(g — %)) =18 (COS%—FiSing)

Priklad 2.118. V oboru komplexnich ¢isel vyreste nasledujici rovnice:
a) 2t =1, b) 2% —8i = 0.
Reseni. Postupné vyfesime:
a)

2 =1 = cos(2km) + isin(2kn) = 2z = cos <kg) + sin <kg> , k=0,1,2,3

k=0: zp =cos0+isin0 =1

k=1": zZ1=cosZ 4+isinZ =1

1 2 2
k=2: Zo =cosT +isinm = —1
=3: 2 = s 4isin e = —1
k=3 3 =cos3m+isin3

z==41 V z =241

B _8i—0 < P8 =8 (cos(%—l—%ﬂ)—i—isin(g—i—%ﬂ))

2k 2k
z = -(COS(%—{—TW) +isin(%+%)), k=0,1,2

||
A

(@)

2

|

+

~.

E
@I
N———

Il

[\}
/|\
S

+

N | =

-~
N———
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3 3
=2 (cosg—i—isin;) BB Y

=2V 2 =+V3+i

m
Priklad 2.119. V Gaussové komplexni roviné znazornéte mnozinu ¢isel, pro ktera plati:
a) |z — 1| =3, b) |z — 2+ 3i| < 2, c) |z +2]>1.

Reseni. Postupné vyfesime (viz Obr. 2.36):

a)
z—i=3 & |z+iy—i|=3 & |[z+i(y—1)|=3 & V2’ +(y—12=3 &
s P+ y-172=9
b)
2 =243 <2 & |z -2+ y+3)i| <2 & V(E@-22+@y+1)2<2 &
s (-2 +y+1)* <4
c)

z+2[>1 & [z+2+iy|>1 & V(@+22+2>1 & (2 +2)°+y*>1

1 2

lz+2|>1
N 0 1 3 4 ¥ 1

e—il=3 y m
74 Ul | |
1 } 2 i
. lr—(2-30)|<2

-4 -2

a) b) ¢)

Obr. 2.36
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Cviceni
1) Najdéte algebraicky tvar komplexnich ¢isel
a) (1+i)-i [i—1

]
b) (=) 2]
¢) 2009 1]
d) i+ 4+ +° []
e) 5 — 8i + 62 — 3i® + Gi* [5 — 5]

2) Vypocitejte:
a) |3 — 4i] [5]
b) 10

=1

1+24

3) Najdéte redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla
9i9 — 74" — 5i® — 33 —i—z

z =

2533
-1

4) Najdéte goniometricky a exponencidlni tvar komplexnich ¢isel

a) —2 [2 (cos + isinm) = 2e'7]

b) 5i 5 (cos T 4+isinZ) = 5e'z)

c) 1—i [V2 (cos(—F) + isin(—7F)) = e 1]

d) 2=% [\/75 cos 27 4 isin 27) = 2 elgﬂ]
5) Pro z; = V3+i,20=6 (cos T +isin% ) vypocitejte:

a) z1- 2o [12 (cosg + 7sin g)}

b) 2 [3 (cos (= 5) +isin (= 5))]
6) V oboru komplexnich ¢isel feste rovnice:

a) 24 +1=0 |2 = 4 + i

b) 2* =1 [z:%v,z: 1iz*[]

c) 25 =—64 [z =42 V z=+V3+1]
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